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Matice 1

POLE

Uvazujme mnozinu vSech redlnych ¢isel. Redlna ¢isla séitdme a nasobime, pri¢teme-
li k redlnému ¢&islu nulu, dostaneme stejné ¢islo, vynasobime-li redlné &islo jednickou,
dostaneme stejné ¢islo, ke kazdému redlnému &islu existuje ¢islo opacné (soucet &isla
a k nému opacného ¢&isla je roven 0), ke kazdému nenulovému reédlnému ¢islu existuje
¢islo inverzni (prevracend hodnota, soucin ¢isla a k nému inverzniho &sla je roven 1).
Pro libovolné realna ¢isla a, b, ¢ navic plati

a+b=b+a, a-b=b-a (soucet a soucin jsou komutativni,
a+(b+c)=(a+b)+¢, a-(b-c)=(a-b)-c asociativni
a-(b+c)=a-b+a-c a spliji distributivni zakon)

Kazda mnozina obsahujici asponn 2 prvky (obvykle ozna¢ované 0 a 1) s uvedenymi
operacemi s uvedenymi vlastnostmi se nazyva pole. Prikladem pole je pole komplexnich
cisel, které znacime C.

Kazd4 podmnozina mnoziny komplexnich ¢isel, kterd obsahuje 0 a 1, s kazdym ¢is-
lem obsahuje k nému opacné, s kazdym nenulovym ¢&islem obsahuje k nému inverzni
a s libovolnymi dvémi ¢&isly obsahuje jejich soucet i soucin, se nazyva c¢iselné pole.

Piiklady ¢iselnych poli jsou mnozina komplexnich ¢isel C, mnozina redlnych ¢isel R
a mnozina racionénich ¢isel Q. Napfiklad mnoZina celych ¢isel Z a mnozina pfirozenych
(kladnych celych) ¢isel N nejsou pole.

Je-li P pole a n pfirozené ¢islo, potom P™ oznac¢uje mnozinu vSech usporadanych n-tic
prvka pole P.

Polim se jesté budeme vénovat pozdéji, v kapitole[6] ale uz pred tim budeme vyuzivat
nékteré vlastnosti pole, naptiklad, ze 0-x = x - 0 = 0 pro kazdé = z pole, nebo Ze soucin
nenulovych prvki pole je také riizny od nuly.

1. MATICE

1.1. Matice

Definice 1.1.1. Bud P pole, bud'te m, n pfirozené &isla. Matice typu m x n nad polem
P je tabulka o m tadcich a n sloupcich obsahujici na kazdém misté néjaky prvek pole
P (a nic jiného). Mame-li takovou matici A, pak prvek pole P v i-tém radku a j-tém
sloupku oznacujeme A; a matici zapisujeme obvykle

AL AL oAl
A2 A% . A2
A= .1 .2 n
AP AR L AT

nebo stru¢négji A = <A§'>m><n nebo jen A = (AE)

Matici typu m X n nad polem P je mozné definovat také jako zobrazeni z kartézského
sou¢inu {1,2,...,m} x{1,2,...,n} do pole P. Takové zobrazeni tedy usporadané dvojici
(i,7) prifazuje A;- € P a miuZzeme ho zapsat pravé ve tvaru tabulky, kterd mé v i-tém
radku a j-tém sloupku prvek Az

Hornim indextim rikdme 7ddkové, dolnim indexim fikame sloupkové. Pro pevné zvo-
lené ¢

Al = (AL 4L ... AY)



2 Matice

je i-ty Fddek matice A; je to tedy matice typu 1xn, nékdy ji zapisujeme jako usporadanou

n-tici (A%, AL ..., Al) € P™ Nulovy fadek ozna¢me 0o. Pro pevné zvolené j
1
pi
A“
o __ J
Aj = .
Am

J

je j-ty sloupek matice A; je to tedy matice typu m x 1, nékdy ji zapisujeme jako usporada-
. T

nou m-tici (Ajl-,A?, ..., AT") € P™ nebo (Ajl Ajz L. AT nebo (A}-,A?, . ,A}”)T.

Nulovy sloupek ozna¢me 0° To, Ze matice A je tvorena radky Ag, resp. sloupky A7,

budeme nékdy zapisovat

Al
A2

A= resp. A= (A} A3 ... A).

Am

o

Definice 1.1.2. Matice A = (A;) a B = (BJ’) se vzajemné rovnaji, jestlize jsou stej-
ného typu a na stejnych mistech maji stejné prvky, tedy jsou-li typu m x n a pro kazdé
i€{1,2,....,m} akazdé j € {1,2,...,n} plati A} = Bj.

Definice 1.1.3. Matice A = (A;-)mxn je

e Ctvercovd, jestlize m = n,

e diagondlni, jestlize je Ctvercova a A; =0 proi # j (prvky A jsou také diago-
ndlni a tvori (hlavni) diagondlu),

e jednotkovd, jestlize je diagonalni a A! = 1 pro kazdé i (oznacujeme ji E, nebo
jen E),

e nulovd, jestlize mé v8echny prvky nulové (oznacujeme ji 0, %, nebo jen 0),

e horni resp. dolni trojuhelnikovd (nebo v hornim resp. dolnim trojihelnikovém
tvaru), jestlize je ¢tvercova a pod resp. nad diagonélou mé jen nuly, tedy A; =0
pro 2 > j resp. pro v < j,

e schodovitd (nebo ve schodovitém tvaru nebo také odstupriovaném tvaru),
jestlize kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho, za¢ind zleva vice nulami nez
radek pfedchozi,

o v Gaussové-Jordanové tvaru, jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) prvni (zleva) nenulové prvky vSech nenulovych fadki jsou 1,
(iii) ve sloupcich nad (a nejen pod) prvnimi nenulovymi prvky vSech nenulo-
vych fadki jsou jen 0,

e v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je bud nulova, nebo jednotkové, nebo

rovna matici

(6 5)

kde E je jednotkova matice a 0 oznacuji nulové matice pfislusnych typu,
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e blokové diagondini, jestlize je rovna matici

A, 0O -~ 0
0 Ay --- 0
0 0 --- A
kde k > 1, Ay, ..., Aj jsou ¢tvercové matice (bloky) a 0 oznac¢uji nulové matice

prislusnych typt.

Mnozinu v8ech matic typu m x n nad polem P oznacujeme M, (P) nebo P™*";
v piipadé ¢tvercovych matic také M, (P) nebo gl(n, P).

Piiklad. (1)

L2 je ¢tvercova matice 123 neni ¢tvercova matice
3 4) J¢chvercov "\4 5 6 vercov '

1 0y . .. A1 . 11 . 1 ]
(0 4> je diagonalni matice, (0 0) neni diagonalni neni.

jsou jednotkové matice.

o
oy

|
—

—
SN—
&

|
N\
O =
)
N~
&

|
SO =
o = O
= o O

0 0 0 0 0) . . .
O2x2 = <O 0> ;0053 = (0 0 O> jsou nulové matice.

je horni trojihelnikova matice,

je dolni trojuhelnikova matice.

= OO
NDOO O
_ oo Ooto W

1 21 2

021 0] . . .

00 0 1 je matice ve schodovitém tvaru,
00 0O

1 21 2

0210 . . .

00 0 1 neni matice ve schodovitém tvaru.
0 0 0 6
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1 0 20
011 0]. " G 5 Jord -
0 0 o 1| i¢maticev Gaussove Jordanove tvaru,
00 00
101 2
01 20 . . . .
0 0 0 1| men matice v Gaussové-Jordanové tvaru.
00 00
(8)
1 0 00
02 0 0] . - (1o .
00 3 4|3 blokové diagonalni matice,
0 0 56
1 0 00
31 20 . T 1o .
0 0 1 o] nen blokové diagonalni matice. O
0 0 2 3

1.2. Operace s maticemi

1.2.1. Soucet matic a nasobek matice

Definice 1.2.1. Budte A, B matice typu m x n nad polem P. Soucet matic A, B je
matice A + B typu m x n nad polem P takové, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m},

je{1,2,...,n}
(A+ B); = A} + Bj.

Scitame tedy jen matice stejného typu. Matice riznych typtu nelze séitat.

Definice 1.2.2. Budte A matice typu m x n nad polem P a ¢ € P. Potom c-ndsobek
matice A je matice cA typu mxn nad polem P takové, ze pro vSechnai € {1,2,...,m},
je{l,2,...,n}

(cA)j- = cAz».

Pro ¢ = —1 se matice (—1)A zna¢i —A a nazyva se opacnd matice k matici A.

Priklad. Pro
123 -1 0 2).
A—(4 5 6) aB_( 1 -3 7)Je

C(14+(=1) 240 342\ (0 2 5
A+B_< 441 5+(-3) 6+7)_<5 2 13>’

6 12 18 10 —2
6A_<24 30 36>’ _B_<—1 3 —7)' -
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Cviceni. Spoctéte

2 n 2 1

4 0 —1

1 " 1 2

0 3 4

-1 n 1 2 1

1 3 4 3 4
0 1 2 1 =2

0) +’<3 4) 3 —4>' -

Tvrzeni 1.2.1. Necht A, B,C jsou matice stejného typu nad polem P a ¢,k € P. Pak

—_
—_
[\

w
w
W

[\

NN NN
SO OO O Ww
4 N~ —
+
W =
= N

(1) A+ B=B+ A, (5) 1A= A,

(2) A+ (B+C)=(A+B)+C, (6) c(A+ B) =cA+cB,
(3) A+0=A, (7) (c+k)A=cA+EkA,
(4) A+ (—A) =0, (8) c(kA) = (ck)A.

Diikaz. Uvedeme jen dikaz bodi (2) a (6), ostatni ponechame jako cviceni.

(2) Mame dokazat, ze matice A+(B+C) se rovna matici (A4 B)+C. Pfedpokladejme,
7e A, B, C jsou typu m xn. Potom i B4+C a A+ B jsou typu m xn, a tedy i A+(B+C)
a (A+ B)+ C jsou typu m X n.

Pro kazdé ¢ € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku
matice A+ (B + C) je

(A+ (B+0))s =
= Al + (B+0C) =

(podle definice sou¢tu matic)

(
= AL+ (B; +Cj) = (diky asociativité s¢itani v poli)

(

(

podle definice sou¢tu matic)

= (A + B) +C) =
:M+Bﬁ+@§
=((A+B)+C),

coz je prvek v i-tém Fadku a j-tém sloupku matice (A + B) + C.

Dokazali jsme, ze matice A+ (B+C) a (A+ B) + C jsou stejného typu a na stejnych
mistech maji stejné prvky.

(6) Mame dokézat, Ze matice ¢c(A + B) se rovna matici cA 4 ¢B. Predpokladejme, Ze
A, B jsou typu m x n. Potom i A+ B, cA a ¢B jsou typu m X n, a tedy i ¢(A + B)
a cA + c¢B jsou typu m X n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku
matice ¢c(A + B) je

podle definice sou¢tu matic)

podle definice sou¢tu matic)

(c(A+ B)); = (podle definice c-nasobku matice)
=c(A+ B); = (podle definice sou¢tu matic)
= C(A;- + B;) = (diky distributivnimu zédkonu v poli)
= cAé- + CB;- = (podle definice c-nasobku matice)
= (cA)é + (cB)é- = (podle definice sou¢tu matic)
= (cA+ cB)é,

coz je prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku matice cA + ¢B.
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Dokazali jsme, Ze matice ¢(A+ B) a cA+ ¢B jsou stejného typu a na stejnych mistech
maji stejné prvky. O

Uvedli jsme si, ze fadky a sloupky matice chapeme jako matice. MiZeme je tedy také
néasobit prvky prislusného pole, mizeme scitat fadky a scitat sloupky, jsou-li stejného
typu a nad stejnym polem.

Nasledujici definici formulujeme pouze pro rfadky matice, ale obdobné ji 1ze formulovat
pro sloupky, usporadané n-tice a matice.

Definice 1.2.3. Bud'te A%, A%, ... Al radky matice nad polem P, c1,¢2,..., ¢, € P.
Linedrni kombinace ¥adkia A, A2, ... A s koeficienty ci,ca, ..., c je Fadek
k
AL + A2 + - 4 AT =) AT
j=1

Mame-li prazdnou mnozinu fadkia (tedy, nemame zadny fadek), jejich linedrni kom-
binaci definujeme jako nulovy radek. TakZe, nulovy fadek je linearni kombinaci fadku
7z prazdné mnoziny.

Priklad. Mé&jme

3 2 1 0 Ay=(3 2 1 0)
-1 0 1 -1 AZ=(-1 0 1 -1
o 2 -1 o0 A3=(0 2 -1 0)
A= 1 0 1 o tedy Al=(1 0 1 0)
-1 0 1 2 A3=(-1 0 1 2
L -1 2 1 AS=(1 -1 2 1)
Pro Al A2, A% a ¢; =2,¢5 = —1,c3 = 2 dostaneme

1AL + A + c3A% =
=2-(3 21 0)+(-1)-(0 2 -1 0)+2-(1 -1 2 1)=
=6 42 0)+((0 -2 1 0)+(2 -2 4 2)=
=8 0 7 2). O

1.2.2. Soufin

Definice 1.2.4. Budte A matice typu m x n a B matice typu n X p nad polem P.
Soucin matic A, B (v tomto pofadi) je matice A- B (obvykle oznac¢ovana jen AB) typu
m x p nad polem P takova, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,p}

n
(AB); = AiBj + AyB: +---+ ALB} = " A} B!
k=1

Matice B ma tedy tolik fadki, kolik mé& matice A sloupkt. Prvek matice AB v i-tém
radku a j-tém sloupku ziskame tedy tak, ze se¢teme souciny prvki v i-tém rfadku matice



Matice 7

A s odpovidajicimi prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AlBl + AiB} +---+ ABy .-~ A{Bl+ AiB2+--- 4+ Al Bl
B AIBl + AiB} + -+ A2By ... AIBl 4+ A3B2+..- 4+ A2BI
ATBl + AP'B} + -+ ATBY ... APBl+ AP'B2+ ...+ ATBY

AlBl + AIB2 + ...+ Al B?
AIBl+ A3B% + ...+ A2Bn

ATBl + AT'B2 4 ... + AMBP

AlB

A2B

A™B
= (B{AS + BiAS + -+ BA;, -+ BJAY+ B2AS+---+ BlAY) =
= (ABY ABj --- ABj).

Cili, prvni fadek matice AB ziskame tak, Ze vezmeme Al-nasobek fadku B!, Al-nasobek
fadku B2, ..., Al-nasobek fadku B? a viechny tyto nasobky secteme. Je to tedy linearni
kombinace fadkt matice B s koeficienty z prvniho fadku matice A, jinymi slovy, soucin
prvniho fadku matice A, fadek je matice typu 1 X n, a matice B.

Obdobné ziskdme ostatni radky matice AB. Obecné, i-ty fadek matice AB ziskdme
tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem AZ vynésobime k-ty fadek matice B a vSechny
tyto nésobky secteme. TakZe i-ty radek matice AB je linearni kombinace fadki matice
B s koeficienty z i-tého fadku matice A, jinymi slovy, soucin i-tého fadku matice A,
radek je matice typu 1 x n, a matice B.

Analogicky, prvni sloupek matice AB ziskdme tak, Ze vezmeme Bi-nasobek sloupku

7, B%—nésobek sloupku AS, ..., Bl'-nasobek sloupku A} a vSechny tyto nasobky secteme.
Je to tedy linearni kombinace sloupki matice A s koeficienty z prvniho sloupku matice
B, jinymi slovy, sou¢in matice A a prvniho sloupku matice B, sloupek je matice typu
n x 1.

Obdobné ziskdme ostatni sloupky matice AB. Obecné, j-ty sloupek matice AB zis-
kame tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem B]’? vynasobime k-ty sloupek matice A
a vSechny tyto nasobky sec¢teme. TakZe j-ty sloupek matice AB je linearni kombinace
sloupkt matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B, jinymi slovy, sou¢in matice
A a j-tého sloupku matice B, sloupek je matice typu n x 1.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhda ma tolik fadkid, kolik ma prvni
sloupki), nelze je (v daném pofadi) nasobit, piislusny sou¢in neexistuje.

Priklad. (1) Pro

12 ~1 0\ .
A:<3 4>’B:< 1 2>Je
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Predchazejici priklady
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1 00 5 0 0 1 20 5 4 0

0 2 3 0 4 3 340 3 20

0 4 5 0 21 0 0 5 0 01

1 0 00 2 000 1 2 00 4 3 00
0 2 3 4 0 3 45 3400 2100
0 56 7 0 6 7 8 0 0 5 4 0 01 4
0 8 90 0901 0 0 3 2 0 0 2 3
1 0 00 2 000 10 00 5 0 0 0
02 30 03 40 0200 0 6 00
0 450 0510 00 320 0070
0 00 6 0 00 6 0 0 0 4 0 0 0 B8

63
HE
R (R A

Tvrzeni 1.2.2. (1) Je-li i-ty Fadek matice A nulovy, pak i-ty Tddek matice AB je nu-
lovy.

(2) Je-li j-ty sloupek matice B nulovy, pak j-ty sloupek matice AB je nulovy.

(3) Soucin diagondlnich matic je diagondlni matice.

(4) Soucin blokové diagondlnich matic s bloky stejnych typi je blokové diagondlni matice
s bloky stejnyjch typii.

Diikaz. Uvedeme jen ditkaz bodu (4), ostatni ponechame jako cviceni.

(4) Bud'te A, B blokové diagonalni matice s bloky Ay, ..., Ay, resp. By, ..., B, tako-
vymi, Ze pro kazdé i A;, B; jsou stejného typu. A, B jsou tedy ¢tvercové matice stejného
typu a je mozné je vzajemné nésobit.

i-ty Ffadek matice A je
Al = (0 o 00 AL L AL 0L 0),

o (2
éihA;l:oprojm'l aj > in.
j-ty sloupek matice B je
0

3
I

éiliB;-:Oproi<j1ai>jn.
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Jsou-li 7, j takova, Ze pozice v i-tém radku a j-tém sloupku je mimo bloky Aq,..., Ap,
resp. Bi,..., By, pak bud iy > jy nebo i, < ji. V obou piipadech pro kazdé k bud
A}; = 0 nebo B;-“ = 0. Jelikoz 0-x = x -0 = 0 pro kazdé x z ptislusného pole, viz kapitola
|§|, v obou piipadech pro kazdé k plati A%:CB;? =0, tedy i

(AB)i =) AjB} =0,
k

takze AB je blokové diagonalni matice s bloky stejnych typi, jakych jsou bloky v ma-
ticich A a B. O

Tvrzeni 1.2.3. Necht A, B, C jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A(BC) = (AB)C, (4) (A+ B)C = AC + BC,
(2) AE = EA = A, (5) c(AB) = (cA)B = A(cB).
(3) A(B+C)=AB+ AC,

Diikaz. Uvedeme jen dikaz bodi (1) a (3), ostatni ponechame jako cviceni.

(1) Predpokladejme, ze A je matice typu m x n, B je matice typu n x p a C' je matice
typu p x q. Potom AB je matice typu m x p a BC je matice typu n X g, takze A(BC)
a (AB)C jsou matice typu m X q.

(A(BC’)); = (podle definice sou¢inu matic)
n
= Z }C(BC);f = (podle definice sou¢inu matic)
k=1
= A BFcl) = diky distributivnimu zékonu v poli
k 1Yy y
k=1 =1
= Z Al (BF le) = (diky asociativité sou¢inu v poli)
k=1 1=1
n p )
= Al BFYCL = diky komutativité souc¢tu v poli
k=1 J
k=1 1=1
P n
= Z (Aj, lk)C’Jl = (podle definice sou¢inu matic)
1=1 k=1
p .
= Z(AB);C; = (podle definice sou¢inu matic)
=1
— ((AB)C):.

(3) Predpokladejme, Ze A je matice typu m x n a B,C jsou matice typu n x p.
Potom A(B + C) a AB + AC jsou matice typu m X p a pro kazdé ¢ € {1,2,...,m}
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aje{l,2,...,p} plati

(A(B+ C)); = (podle definice sou¢inu matic)
= Z Al (B + C’);c = (podle definice sou¢tu matic)
k=1
= Z AZ(BJ"€ + Cf) = (diky distributivnimu zédkonu v poli)
k=1
= (ALB} + 4,C)) = (diky komutativité séitani v poli)
= Z A;;B;? + Z A};Cf = (podle definice sou¢inu matic)
k— —
= (AB); + (AC); = (podle definice sou¢tu matic)
= (AB + AC)}. U

1.2.3. Transponovani

Definice 1.2.5. Transponovand matice k matici A typu m x n je matice AT typu
n x m, kde (AT)é- = A pro vsechna 1, j.

Piiklad.
123T 1 4
156 = |29 -
3 6

Tvrzeni 1.2.4. Necht A, B jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A= (AT)T, (3) (cA)T = cAT,
(2) (A+B)T=AT+ BT, (4) (AB)T = BTAT.

Diikaz. (1) Je-li A typu m x n, potom AT je typu n x m a (AT)T je typu m x n. Navic
pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} plati

(AT = (AT)] = Aj.
(4) Bud'te A matice typu m x n a B matice typu n x p. Pak AT je typu n x m, BT

je typu p x n, AB je typu m x p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p x m. Pro kazdé
ie{1,2,...,p} aje{l,2,...,m} plati

n

(4B, = (AB)] = Y At =3 B, = > (BT AT -

k=1
_ (T 4T
= (BTA") 5
Ostatni body jsou ponechany jako cviceni. O
Cviceni. Ukazte, Ze pro libovolné k € N a libovolné matice Ay, ..., A vhodnych typu

plati (Ay - Ap)T = AT ... AT, 0
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Definice 1.2.6. Ctvercova matice A typu n x n je
o symetrickd, je-li A;- = Al pro libovolné i, j € {1,2,...,n}, tedy

AT = 4,
o antisymetrickd, je-li A} = —Ag pro libovolné 7,5 € {1,2,...,n}, tedy
AT = —A.

1.3. Elementarni Gpravy a specialni tvary matic

1.3.1. Elementarni tpravy

Definice 1.3.1. Mé&jme matici nad polem P. Rddkové elementdrni Upravy matice jsou
(1) pri¢teni c-nasobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde ¢ € P a i # j,
(2) vynasobeni i-té¢ho fadku nenulovym prvkem c € P,
(3) vzajemna vyména i-tého fadku a j-tého radku.

Sloupkové elementdrnd dpravy matice definujeme analogicky.

Cviceni. Provedte vzajemnou vyménu dvou fadki pomoci koneéné mnoha tprav typt

(1) a (2). O
Mé&jme matici A. Pfi¢tenim c-nasobku j-tého radku k i-tému radku zménime i-ty
fadek na (A} +cA] Ab+cA} ... Al +cA}) a ostatnf fadky ziistanou beze zmény.
Po vynasobeni i-tého rfadku prvkem c € P i-ty radek bude (cAli cAL ... cAﬁL)
a ostatni fadky ztistanou beze zmény. _ A A
Po vzajemné vymeéné i-tého fadku a j-tého fadku i-ty fadek bude (Ajl Al A%),
j-ty fadek bude (All Ay A%) a ostatni fadky zlstanou beze zmény.

Sloupkové upravy funguji analogicky pro sloupky.

Piiklad. (1) Pri¢tenim 3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 ai (L2003
4 5 ¢) Pemabc A- 47 q5)-

(2) Vzajemnou vyménou prvniho sloupku a tfetiho sloupku upravime matici
1 2 3 . 3 2 1
(7 11 15) na matici (15 1 7) . O

Ke vSem elementarnim tpravam existuji upravy inverzni, které jsou také elementarni
a upravenou matici pfevedou zpét na puvodni matici. Inverzni apravy k fadkovym tpra-
vam jsou
(1) pfic¢teni —c-nasobku j-tého rfadku k i-tému radku,
(2) vynasobeni i-tého Fadku prvkem ¢,
(3) vzajemna vymeéna i-tého fadku a j-tého fadku.

Inverzni tpravy ke sloupkovym dpravam jsou obdobné.

Piiklad. (1) Pri¢tenim —3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 e (123
7 11 15) MMy, 5 ¢)-
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(2) Vzajemnou vyménou prvniho sloupku a tfetiho sloupku upravime matici
3 2 1 . 1 2 3
(15 1 7> na matici (7 11 15> . |

Definice 1.3.2. Matice A, B jsou ekvivalentni, jestlize B miZe vzniknout z A ko-
nec¢nou posloupnosti elementarnich dprav. Je-li mozné toho dosdhnout pomoci pouze
rfadkovych, resp. sloupkovych tprav, matice jsou 7ddkové, resp. sloupkove ekvivalentni.
V kazdém pripadé znac¢ime A ~ B.

Priklad.
1 2 3 1 2 3 2 46 210 01 2 0
4 5 6 210 210 2 4 6 6 4 2)°

Tvrzeni 1.3.1. Fkvivalence matic je relace ekvivalence na mnoziné vSech matic stejného
typu nad steynym polem.

Diikaz. Cviceni. O

1.3.2. Schodovity, Gausstiv—Jordaniv a Gausstiv kanonicky tvary matic

Pripomenme si definice z podkapitoly [I.1]

Definice 1.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru (nebo také odstupriovaném tvaru),
jestlize kazdy nenulovy radek, kromé prvniho fadku, zac¢inad zleva vice nulami nez
radek predchozi.

7 toho plyne, Ze v matici ve schodovitém tvaru vSechny rfadky pod nulovym fadkem
jsou nulové.

Definice 1.3.4. Matice je v Gaussové-Jordanov€ tvaru, jestlize
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v kazdém nenulovém fadku prvni (zleva) nenulovy prvek je 1,
(iii) v kazdém sloupku, ve kterém je prvni nenulovy prvek n&jakého fadku, ostatni
prvky jsou 0.

Definice 1.3.5. Matice je v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je bud nulova, nebo
jednotkové, nebo rovna matici

(5 0)

kde E je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice prislusnych typu.

Priklad. (1) Necht

1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 30
00 21 03 21 01 20
A=10 01 2|, B=|0 00 1|, C=]00 01
0 00O 0000 0 00O
0 00 6 0000 0 00O

Matice A neni ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neni v Gaussové—
Jordanové tvaru. Matice C je v Gaussové—Jordanové tvaru.
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(2) Kazda nulova matice je ve schodovitém tvaru i v Gaussové-Jordanové tvaruiv Gaus-
sové kanonickém tvaru. U

Definice 1.3.6. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova eliminace je iprava matice podle
néasledujiciho algoritmu.

Bud i=1.
(1) UvaZzujme prvni sloupek, ktery mé né&jaky nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim
radku.

(2) Neni-li v i-tém Fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
fadek s vhodnym niz$im fadkem.

(3) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky v fadcich pod i-tym Fadkem pricte-
nim vhodnych nasobki ¢-tého Fadku.

(4) Vezméme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li sloupek, ktery mé né&jaky nenulovy
prvek v i-tém nebo nizsim rfadku, vratme se do bodu (1). JestliZe takovy sloupek
neexistuje, algoritmus kondi.

Tvrzeni 1.3.2. KaZdd matice je Tddkové ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.

Diikaz. Nulovd matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravime
pomoci Gaussovy eliminace. VSechny provedené tipravy jsou fadkové elementarni apravy
a z postupu pfi Gaussové eliminaci vyplyva, Ze kazdy nenulovy Fadek, kromé prvniho
radku, zac¢ina vice nulami nez fadek predchozi. O

Z Tvrzeni a vyplyva, Ze pocet nenulovych rfadkt v matici ziskané Gaussovou
eliminaci je urCen jednozna¢né, nezavisi na tom, jak byla Gaussova eliminace pouzita,
presnéji, k jaké vymeéné fadka doslo v bodé (2).

Definice 1.3.7. Sloupek matice je bdzovy, jestlize neni nulovy a neni linedrni kombi-
naci pfedchozich sloupki.

Bazové sloupky matice jsou pravé ty sloupky, které jsou uvazovany v bodé (1) v Gaus-
sové eliminaci.
Pozice (indexy) bazovych sloupkt v matici jsou matici uréeny jednozna¢né.

Definice 1.3.8. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova—Jordanova eliminace je Gprava
matice podle nésledujiciho algoritmu.
Bud i =1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery ma né&jaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
rfadek s vhodnym niz8im fadkem.
(3) i-ty fadek vynéasobime prevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku.
(4) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-ty fadek pfi¢tenim vhodnych
nasobkt i-tého radku.
(5) Vezmeéme ¢ o 1 v&tsi (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim radku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus konéi.

Gaussovu-Jordanovu eliminaci je mozné ekvivalentné definovat i tak, Ze matici upra-
vime pomoci Gaussovy eliminace (na schodovity tvar), kazdy nenulovy fadek vynasobime
prevracenou hodnotou jeho prvnfho nenulového prvku a vynulujeme vSechny prvky nad
vSemi prvnimi nenulovymi prvky radku.
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Tvrzeni 1.3.3. KaZdd matice je radkové ekvivalentni matici v Gaussové-Jordanové
tvaru.

Diikaz. Nulova matice je v Gaussové—Jordanové tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravime pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou rad-
kové elementarni Gpravy a z postupu pii Gaussové—Jordanové eliminaci vyplyva, ze vy-
sledn& matice je v Gaussové-Jordanové tvaru. U

Matici je jednozna¢né uréena radkové ekvivalentni matice v Gaussové-Jordanoveé tvaru,
tedy pro kazdou matici existuje pravé jedna matice v Gaussové-Jordanové tvaru fadkove
ekvivalentni ptivodni matici.

Tvrzeni 1.3.4. KaZdd matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru.

Diikaz. Pro nulovou matici a jednotkovou matici neni co dokazovat. Libovolnou jinou
matici 1ze prevést na ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru s pouzitim fad-
kovych i sloupkovych elementarnich tprav a pomoci algoritmu, ktery ziskdme vhodnou
tpravou Gaussovy—Jordanovy eliminace. Podrobnosti ponechame jako cviceni. O

1.3.3. Elementarni matice

Definice 1.3.9. Elementdrni matice jsou:
(1) proi # j
1 0 0 0
N 0 ... 1 ... ¢ ... 0] ityradek
E*(c) =
0 ... 0 ... 1 ... 0] jtyradek
0 0 0 1
(2) proc#0
1 ... 0 ... O
E'(¢)=10 ... ¢ ... 0]i-tyiadek
0 0 1
(3) proi #j
1 0 0 0
0 ... 0 ... 1 ... 0] i-tyfadek
0O ... 1 ... 0 ... 0O j-tyradek
0 0 0 1

Lemma 1.3.5. Transponované matice k elementdrnim maticim jsou elementdrni matice.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 1.3.6. Bud A matice typu m X n.



(1)

(2)

(3)

Driikaz.
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Matice EI(c) vznikne z jednotkové matice E bud prictenim c-ndsobku j-tého
radku k i-tému Fddku nebo prictenim c-ndsobku i-tého sloupku k j-tému sloupku,
a od jednotkové matice se lisi jen tim, Ze (E’J(c))z = ¢, zatimco E; =0.

Je-li E%I(c) typu m x m, matice E%(c) - A se round matici, kterd vznikne
z matice A pFictenim c-ndsobku j-tého Fdadku k i-tému Fddku.

Je-li E¥I(c) typu n x n, matice A - (E%(c))T se round matici, kterd vznikne
z matice A pTictenim c-ndsobku j-tého sloupku k i-tému sloupku.
Matice E(c) vznikne z jednotkové matice E bud vyndsobenim i-tého vddku pro-
kem ¢ nebo vyndsobenim i-tého sloupku prvkem c a od jednotkové matice se lisi
jen tim, Ze (E'(c))t = ¢, zatimco E! = 1.

Je-li E*(c) typu m xm, matice E*(c)- A se rovnd matici, kterd vznikne z matice
A vyndsobenim i-tého Tddku prvkem c.

Je-li E(c) typu n x n, matice A - (E'(c))" se rovnd matici, kterd vznikne
z matice A vyndsobenim i-tého sloupku prvkem c.
Matice E% vznikne z jednotkové matice E bud vjménou i-tého Tddku a j-tého
radku nebo vymeéenou i-tého sloupku a j-tého sloupku a od jednotkové matice lisi
jen tim, Ze i-ty a j-ty Fddky jsou vzdjemné vymenény nebo i-ty a j-ty sloupky
150U vzdjemné vymeneny.

Je-li E% typu m x m, matice E%I - A se rovnd matici, kterd vanikne z matice
A vymeénou i-tého Tddku a j-tého radku.

Je-li EbI typu n x n, matice A- (Ei’j)T se rovnd matici, kterd vznikne z matice
A vgmeénou i-tého sloupku a j-tého sloupku.

Cviceni (napf. viz komentar za Definici sou¢inu matic). O

Disledek. Budte A ¢tvercovd matice a Q elementdrni matice stejného typu. Potom QA
znamend provedend prislusné Fddkové dpravy matice A a AQT znamend provedent stejné
sloupkové upravy matice A.

Diikaz.

Cviceni. ]

Tvrzeni 1.3.7. Budte A symetrickd (antisymetrickd) matice a @ elementdrni matice
stejného typu. Potom QAQT je symetrickd (antisymetrickd) matice.

Driikaz.

Cviceni. O

Priklad. Budte

1 2 3 76 5 1 2 3 3 21
A=1|4 5 4|, B;=|4 5 4|, By,=|4 5 4|, By3=[4 5 4
3 21 3 21 6 4 2 1 2 3
10 2 12 3 1-AJ+2- A
B =FEY%2)-A=[0 1 0 4 5 4] = A?
001 3 21 A3
100 12 3 Al
By=FE32)-A=10 1 0|-(4 5 4|=| A2
00 2 3 21 2. A3
001 12 3 Al
By =FE'3. A 01 0f-14 5 4] =[A42 O
1 00 3 21 Al
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1.4. Inverzni matice

Definice 1.4.1. Bud A &tvercova matice. Matice X je inverzni k matici A, je-li stej-
ného typu a plati

AX=XA=F.

Inverzni matice k matici A se znaci A~L Matice je invertibilng, existuje-li matice k ni
inverzni.

P¥iklad. (1) Kazd4 jednotkova matice E je invertibilni a E~! = E.
(2)

1 (1)> je invertibilni, protoze A- A = E, a tedy A™! = A.

neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
AX mé druhy rfadek nulovy a neni to tedy jednotkové matice.

s
Il
N\ N\ 7 N
O =
SN
~—____~

0 1 neni invertibilni, protoZe pro libovolnou matici X typu 2 x 2
X A méa prvni sloupek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

Predpokladejme, ze X je inverzni k A. Pak AX = FE, tedy

1 -1 (a by (1 0
1 -1 c d) \0 1/
7 toho dostaneme rovnosti
a—c=1, b—d=0, a—c=0, b—d=1.

Ze tfeti rovnosti mame a = ¢ a po dosazeni do prvni rovnosti mame 0 = 1, coz je
spor. Z toho vyplyva, Ze neexistuje matice X takova, ze AX = E, a matice A tedy neni
invertibilni.

(6) Zadna nulova matice neni invertibilni.

7) Elementarni matice jsou invertibilni a pfimym vypoctem lze ovérit (cviceni), Ze
J Yy Y
(B9(0) " = E¥(=0),  (Ei() ' = El(c), (EY¥)'=EY O
Tvrzeni 1.4.1. Ke kaZdé matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.

Diikaz. Predpokladejme, ze X', X" jsou inverzni matice k matici A. Tedy AX' = X'A =
AX"=X"A=F.Potom X' = EX' = X"AX' = X"E = X". U

Tvrzeni 1.4.2. Necht A, A1,..., A, jsou invertibilni matice stejného typu. Potom
(1) Ay -...- Ay, je invertibilng a (Ay ... Ap)~ ' = A - .- AT

(2) A~L je invertibilni a (A~1)~! = A;
(3) AT je invertibilni a (AT)™' = (A=1)T.
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Dikaz. (1) (Ay-...-Ay)- (A - A7) =E= (A" ... AN - (Ar-...- Ap) apodle
definice inverzni matice tedy (Ay -...- A,)"t = A 1. ... AT

(2) AA™!' = A7'A = E a podle definice inverzni matice tedy (A=1)~1 = A.

(3) AATl = A"A=FE tedy E=ET = (A71A)T = AT(AHT a E = (44 )T =
(A~1)TAT a podle definice inverzni matice (A7)~ = (A=1)T. O

Tvrzeni 1.4.3. Necht A, B jsou ctvercové matice stejného typu takové, Ze AB = E.
Pak BA = E, obé matice A, B jsou invertibilni a jsou vzdjemné inverzni (A = B~!
aB=A"1).

Diikaz. Matici A upravme fadkovymi elementéarnimi dpravami na Gausstv—Jordaniv
tvar G, tedy G = Q... Q1 A4, kde Q1, ..., Q) jsou elementarni matice prislugné prove-
denym upravam. Pak A = Qfl e Q,;lG a AB = Qfl e Q,;lGB = FE. Matice G nema
nulovy Fadek, protoze jinak by matice GB také méla nulovy fadek a takovou matici
nelze pomoci Ffadkovych elementarnich tprav (v tomto piipadé reprezentovanych ma-
ticemi Qfl, . .,Q,;l) pfevést na jednotkovou matici (cviceni). Jelikoz G je Etvercova
matice v Gaussové—Jordanové tvaru a nema nulovy fadek, G = E. Pak A = Ql_l . Q;l
je invertibilni matice jakoZto soudin invertibilnich matic a existuje tedy A~%

Potom BA = FBA = A'ABA = A"'FEA = A 'A = E. Jelikoz AB = BA = E,

jsou obé matice A, B invertibilni a jsou vzajemné inverzni. O
Nyni zformulujeme dulezité kriterium invertibility.

Tvrzeni 1.4.4. Matice je invertibilni prave tehdy, kdyz je Fadkové ekvivalentni s jednot-
kovou matici.

Diikaz. ,,=“ Necht A je invertibilni matice. Rédkov;’fmi elementarnimi tpravami ji pre-
vedme na Gausstv—Jordantv tvar G, tedy G = Q... Q1 A, kde Q1, . .., Qx jsou elemen-
tarni matice p¥islusné provedenym upravam. Kazda z matic Q1, ..., Q, A je invertibilni
a jejich soucin G je také invertibilni. Potom G, jakoZzto invertibilni matice nema nulovy
rfadek a G = E, jelikoz G je v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice A je tedy fadkoveé
ekvivalentni s jednotkovou matici.

,<=" Predpoklddejme, Ze matice A je fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici F,
tedy Qi...Q1A = E, kde @Q1,...,Q jsou vhodné elementarni matice. Oznatme si
Q=0Q...Q20Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzem’je A invertibilni a A7 = Q. U

Predchozi tvrzeni nam nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle dikazu totiz
AT =Q=Q...Q20Q1 = Q... Q2Q1E, coz je matice, ktera vznikne z jednotkové ma-
tice provedenim Fadkovych elementarnich tprav odpovidajicich nasobeni elementérnimi
maticemi Q1,Qo, ..., Qk. To jsou stejné upravy (resp. matice), které prevedly A na E.

Vypocet inverzni matice. K matici A typu n X n zprava pfipojime jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n x 2n

Al AL ... ALl o o0
A3 A3 ... A2|0 1 ... 0
AT AR 0 A0 0 L. 1

Rédkov;’fmi elementarnimi tpravami ji pfevedeme na matici, kterd v levé ¢asti mé matici
B v Gaussové—Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilni a v pravé ¢asti matice vyjde AL

(2) B # E (B méa nulovy fadek). Pak A neni invertibilni.
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Priiklad. Vypocitejme inverzni matici k matici
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1.5. Hodnost matice

1.5.1. Linearni nezavislost

Stejné jako v pifpadé linearni kombinace v Definici [1.2.3] nasledujici definice a tvr-
zeni formulujeme pouze pro fadky matice, ale vSe lze obdobné formulovat pro sloupky;,
usporadané n-tice a matice.

Definice 1.5.1. MnoZina fadka {A%Z, A2 ... ,Ai’“} je linedrné nezdvisld, jestlize pro
libovolné ¢y, cs,...,c, € P z rovnosti
LAY 4+ A2 4o 4 A = 0, vyplyva c1=cy=---=¢ =0,

tj. nulovy fadek ziskdme jediné takovou linedrni kombinaci danych radki, ve které jsou
viechny koeficienty rovny nule.

Mnozina Fadka {A%, A2 ... AY} je linedrné zdvisld, jestlize neni linearné nezavisla.
Tedy, existuji c1, ¢, ..., cp € P takova, Ze aspon jedno z nich je nenulové a piitom

ClAé1 + CQA? + -+ CkAék = 0,.

Tvrzeni 1.5.1. MnoZina Tddki je linedrné zdvisld prave tehdy, kdyz aspor jeden z mich
je linedrni kombinaci ostatnich.

Diikaz. Piedpokladejme, Zze mnozina fadki {A%, A% ... AF} je linearné zavisla. Exis-
tuji tedy koeficienty ¢, ca, ..., ¢, € P takové, Ze aspon jeden z nich je nenulovy (napfi-
klad ¢;) a ci A + -+ + ;A + -+ + e AF = 0,. Potom
A = —c1AY — - — ¢ 1 AT — ¢ AT — - — e A,
- el Cil it Cinl i ch
AY = —Lan o TEh g T A R g
5 Cj 5 j

a Fadek Aij je tedy linearni kombinaci ostatnich radki.
Piedpokladejme, Ze napiiklad fadek Ag je linearni kombinaci ostatnich Fadki, tedy

Aij — A 4 Cj71A2j71 + cj+1Aij+l 44 Al
Potom
CLAD 4 e AT AY e AT g AT = 0,

a zaroveii ¢; = —1. TakZe mnozina fadki {42, A2, ..., A%} je linedrné zavisla. O
Priklad. Mé&jme

A=

— = O
O N =
— W N

Necht
(01 2)+e(l 2 3)+e3(1 0 1)
:(62+03 c1 + 2co 201+3CQ+63):(0 0 0)

Takze
co+c3=0
c1 + 2co =0
2c1 +3ca+c3=0
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a to je mozné jediné v piipadé, Ze ¢; = co = ¢3 = 0 (vyFeSime soustavu tii rovnic o tfech
neznamych ¢y, co, c3 a ziskame jediné, nulové feSeni).
Mnozina Fadkt matice A je tedy linearné nezavisla. O

Priklad. Mégjme

A=

N = O
L
S W N

Necht

a0 1 2)+e(l 2 3)+e3(2 1 0)=
:(62+203 c1+ 2¢co 4+ c3 261+3CQ):(0 0 0)

Soustava
co+2c3=0
c14+2c+ c3=0
2¢1 + 3c2 =0
mé kromé nulového i nenulova feSeni (napiiklad ¢; = 3, ca = —2, ¢3 = 1). Mnozina
radki matice A je tedy linearné zavisla. O

Piiklad. (1) Mnozina fadka jednotkové matice je linedrné nezavisla. Ovéite.

(2) Mnozina radki, z nichZ aspoii jeden je nulovy, je linearné zavisla. Ovéite.

(3) Jednoprvkova mnoZina obsahujici fadek A% je linearné nezavisla, jestlize z cAL = 0,
plyne ¢ = 0. Tedy, jednoprvkova mnozina obsahujici jeden fadek je linedrné nezavisla,
jestlize ten fadek je nenulovy, a je linearné zavisla, jestlize ten fadek je nulovy.

(4) Mnozina obsahujici jen fadky All, A2 je linearn& zavisla pravé tehdy, kdyz jeden
z fadki je nasobkem druhého z fadku (existuje ¢ € P takové, ze All = cA®2).

(5) Prazdna mnozina radka je linearné nezavisla. O

1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.2. Hodnost matice je maximalni pocet prvki linearné nezavislé mnoziny
jejich fadkt. Hodnost matice A znac¢ime rank A.

Méjme matici A typumxn s fadky AL, A2, ... A™. Vezmeme viechny mozné mnoziny
téchto fadkd, Gili prazdnou mnozinu ), jednoprvkové mnoziny {ALl}, {A2}, ..., {A™},
dvouprvkové mnoziny {Al A2}, ... {A7"1 A™} ... a7 mnozinu {Al A% ... AT}

Z téchto mnozin vybereme ty, které jsou linedrné nezéavislé. U kazdé z nich si pozna-
mename podet prvki a maximéalni z téchto poc¢ti je hodnost matice A.
Hodnost matice s m tadky je tedy jedno z ¢isel 0,1,...,m.

Priklad. (1) Hodnost matice

== O
SN =
=W N

je rovna 3. Ovéite.
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(2) Hodnost matice

01 2
1 2 3
210

je rovna 2. Ovéfte.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladné.

(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych radka. O

Cviceni. Spo¢téte hodnosti matic

(111 (6) (01 2

1 1 0

2 1 1

3 1 0

12 2 1 1 2

34 0 -1 2 4

1 2 3 1 21 1 21

3 4 5 2 1 3 21 3 (]
5 6 7 1 -4 3 1 2 3

Tvrzeni 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich menulovijch
Fadkai.

Diikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, kterd ma m radkua, z nichZ p je nenulo-
vych. Mnozina v8ech nenulovych fadku je linearné nezavisla (cviceni), takze rank A > p.
Jestlize m = p, hodnost vétsi byt nemuze. Jestlize m > p, pak kazda mnozina s vice nez
p tadky obsahuje aspon jeden nulovy fadek, a je tedy linearné zavisla, takze i v tomto
pripadé rank A = p. O

Podle nésledujiciho tvrzeni je mnozina radki linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz je
linedrné nezavisl4 mnozina rfadkt vzniklad provedenim fadkové nebo sloupkové elemen-
tarn{ apravy puvodni mnoziny fadku.

Tvrzeni 1.5.3. Budte AL, A2,..., A" ¥ddky. Necht BL,B2, ... B™ jsou vddky, které
z Fadkd AL, A2, ..., A™ vzniknou provedenim jedné Fddkové nebo sloupkové elementdrni
ipravy. Potom mnoZina fddki {AL, A2, ... A™} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdy?
mnoZina Fddki {BL, B2,... B} je linedrné nezdvisld.
Diikaz. (1) Necht doslo k pficteni c-ndsobku j-tého fadku k i-tému radku, kde i # j.
Tedy, B: = Al + cAl a B = AF pro k # 1.
Pfedpoklédejme ze {AL, A% ... A™}) je linearné nezéavisla. Budte ci,...,c, € P
takové, Ze cchl, + -+ e Bl = OO Pak
06 :clBg+.--+cmBg”:

= AL+ (AL cAL) AL L e AT =

= AL AL (¢t ec) AL e AT
Z linearni nezavislosti mnoziny {Al, A% ..., A"} vyplyva, Ze viechny koeficienty po-

sledni linearni kombinace jsou nulové, tj. ¢; =---=¢;=---=cci+cj=---=¢;, =0.
Z toho dostaneme, 7e i ¢; = 0, a mnozina {B}, B2,..., B™} je linedrné nezavisla.
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Opaéna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al, A2, ..., A™ vzniknou
z fadkd Bl, B2,..., B™ inverzni tipravou, ktera je stejného typu.

(2) Necht doslo k pficteni c-nasobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je BF = A¥ —|—CA§-C a Blk = A;“ pro | # i. Tedy BF =
(Af . AbgeAb oAb ak).

Piedpokladejme, ze {Al, A2,... A"} je linearné nezavisla. Budte ci,...,c, € P
takové, ze c1 B + -+ + ¢, B™ = 0,. Takze

aBl 4+ 4 c¢,B" =

= (XpaAl .. chk(Af—i—cA?) chkAé? o Y aAR) =
:(chkAlf chkAf%—cEkckAf chkA;? chkAfL):
=0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme
ZCkAIf:"-:ZCkAf:"':chAé?:"-:chAfL:O.
k k k k
Pak
(Cecedl oAl o Yadk) =D e (Ab Ab L Ak) =
k

:chAljzclAcl,+---+cmA2”:0o
k

a z linedrni nezavislosti mnoziny {ALl, A2 ... A™} dostaneme ¢; = c3 = -+ = ¢, = 0.
Mnozina {B}, B2, ..., B™} je tedy linearné nezévisla.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ..., A™ vzniknou
z tadka B}, B2, ..., B™ inverzni tpravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatnf tpravy je dikaz obdobny a ponechame ho jako cviceni. U

Disledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdarni upravy.

(2) Provedeni konecné mnoha elementdrnich iprav neméni hodnost.

(8) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zleva neméni hodnost.
(4) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zprava neméni hodnost.
(5) Ekvivalentni matice magi stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych fddki ekvivalentni matice ve schodovitém
tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovyjch Fddki (sloupki) ekvivalentni matice v Gaus-
sov€ kanonickém tvaru.

(8) Maximdlni pocet prvki linedrné nezdvisljch mnozin sloupki matice je roven mai-
mdlnimu poctu prvki linedrné nezdvislych mnozZin jejich vadkid, tj. hodnosti matice.

(9) rank A =rank AT,

Priiklad. Spocitejme hodnost matice

0

1 2
A= 2 3
01
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01 2 1 0 1 1 01 1 0 1
A=11 2 3|~ |1 2 3| ~10 2 2|~]0 2 2
1 0 1 01 2 01 2 0 01
Takze rank A = 3. O
Piiklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=11 2 3
2 10
01 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=11 2 3] ~[2 1 0)~|0 -3 —6]~|0 -3 —6
210 01 2 o 1 2 0 0 O
TakZe rank A = 2. O

Definice 1.5.3. Ctvercova matice je reguldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poctu
jejich radku (tedy mnozina vsech jejich fadki je linearné nezavisla). Ctvercova matice
je singuldrni, jestlize neni regulérni.

Piiklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou regularni.
(2) VsSechny elementarni matice jsou regularni.
(3)

3) Vsechny ¢tvercové matice s asponr jednim nulovym fddkem jsou singularni. O

Tvrzeni 1.5.4. Matice je requldrni prave tehdy, kdyz je Tddkové ekvivalentni s jednot-
kovou matici.

Driikaz. Cviceni. 0

Dausledek. (1) Matice je invertibilni prdavé tehdy, kdyz je reguldrni.
(2) Reguldrni matice je soucinem konecné mnoha elementdrnich matic.
(3) Soucin reguldrnich matic je reguldrni matice.

(4) Vyndsobeni reguldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni requldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 1.5.5. Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou requ-
larnt prave tehdy, kdyZ matice AB je requldrnd.

Diikaz. ,=“ Tato implikace je soucasti pfedchoziho Disledku.

»,<=" Dokéazeme, Ze je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singularni. Ekvivalentni matice S = Qp - -- Q1 4, kde @1, ..., Qk jsou elemen-
tarni matice, ve schodovitém tvaru, ma nulovy fadek. Potom matice S B mé také nulovy
radek, je tedy singulérni a fadkové ekvivalentni matice AB = Ql_l e QEISB , kterd ma
stejnou hodnost, je také singularni.

Pro B singuléarni je diikaz analogicky a ponechame ho jako cvicendi. U

Tvrzeni 1.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.
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Diikaz. Matici A pievedeme pomoci Fadkovych elementarnich dprav na schodovity tvar
Sa4 = Q- Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich tprav na
tvar Sp = BP; - -- P, takovy, ze SE je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = rank Qfl x -Q];lSA,S’Bqu1 e Pfl = rank S4Sp, priCemZ matice
S4Sp ma minimélné tolik nulovych Fadku, kolik jich ma matice S4, a minimalné to-
lik nulovych sloupkt, kolik jich mé matice Sp. Tedy rank S4Sp < rankS4 = rank A
a rank S4Sp < rank Sp = rank B. O

Cviceni. Co se da fict o rank(A + B)? O
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2. DETERMINANT

2.1. Permutace

Definice 2.1.1. Bud M kone¢na mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —
M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pfi permutaci o se
casto znaci oy,.

Definice 2.1.2. Transpozice je permutace, pii niz se vzajemné vyméni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 2.1.1. KaZdd permutace je sloZenim konecné mnoha transpozic.

Necht I,, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, zna¢ime S,,. Per-
mutaci ¢ € 5, mizeme zapisovat jako uspofddanou n-tici obrazi prvkad mnoziny I,
tedy o = (01,09,...,0p).

Definice 2.1.3. Bud ¢ € S,,. Necht i,j € I, jsou takové, ze i < j a 0; > 0. Pak
dvojice (04, 0;) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace ¢ znaéime inv o. Je ziejmé, Ze inv o = inv oL

Definice 2.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)"™° Permu-
tace s sgno =1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.

Jelikoz inve = inveo !, sgno = sgno~L

Tvrzeni 2.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(m o p) =sgnm - sgn p.

Cviceni. Ukazte, ze kazd4 transpozice je lichd permutace. O

Vice o permutacich lze najit naptiklad v |[Marvanl 4. Permutace].

2.2. Determinant

2.2.1. Definice a determinanty nékterych typt matic

Definice 2.2.1. Bud A matice typu n x n nad polem P. Determinant matice A je
det A = Z sgno- Al A2 .- AZ € P.

gESy

Cislo n je Tdd determinantu.

Pro determinant matice A se pouZiva znaceni
1 1 1 1 1 1
A Ay L. A, A A .. A

det A = |A| = det At A A A2 A2 ... A2

AP AD L An) |AT AD L AR

Diky tomu, Ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, muzeme ji chapat
jako zobrazeni z mnoziny vSech fadkovych indexi do mnoziny vSech sloupkovych indexi


https://www.slu.cz/file/cul/6ddfa9a9-79a4-4745-81ca-37576ed56d5a

28 Determinant

matice A. Ke kazdému rfadku je tedy vzajemné jednoznacéné piifazen sloupek a v kazdém
soudinu A<171 . A?,Z -+ Ay je tedy pravé jeden prvek z kazdého radku a pravé jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet v8ech takovychto sou¢inu (pro
v8echny permutace o na mnoziné I,) opatfenych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Piiklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = (a) je det A = sgnid -Aild1 =1 A% = a.

(2) Necht n = 2. Tedy, I = {1,2}, Sy = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz
[permutace na I,)), sgnid = 1 a sgn 7 = —1. Pro matici

A=)

jedet A =sgnid-Ajy AZ +sgnrt-AL A2 =1-AlA3+ (1) A AT = ad—be. Vzorec pro
vypocet determinantu matice druhého fadu je mozno odvodit z nasledujiciho obrazku:

SH o
N/
Al A

| =AMl

Al A3

(3) Necht n = 3. Tedy, Ig = {1,2,3}, Sg = {id, 01,02,7'1,7'2,7'3}, kde id = (1,2,3), g1 =
(2,3,1), 00 =1(3,1,2), 1 = (1,3,2), =2 = (3,2,1), 73 = (2,1, 3) (viz [zapis permutace naj
, sgnid =sgno; =sgnog =1 asgnm =sgnm = sgn73 = —1. Pro matici

~.

je

det A = sgnid-Ajy A}, Ay +sgno - A;I(l)Agl(g)Af;l@jL
+sgn oy - Ag, 1) A, ) Ay (s 58N TL A (1) A7 () A7 (5 F
TsgnTy - Alg(l)AEQ(Q)Ai(s) +sgnTy - Al3(1)A33(2)A33(3) =
=1-A1A3A3 +1-ASAZA3 41 ALA243+
+ (1) - ATAZAS + (=1) - AJASAT + (—1) - A3ATAS =
=aei+bfg+ cdh —afh — ceqg — bdi.
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Vzorec pro vypocet determinantu matice tfettho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravidlo neexistuje):

@ S

A 4
Al Ay A
\ VZ
A \ ¥ 4
A3 AR A2 = ALAZAS 4 ALAZAR 4 ALAZAS-

NS \/ )

A
A} A3 A3 —AJASA — AJAZAT — AJATA]
NSNS/
A
A Ay A3
e \.
¥ N
At A3 A3

(4) Necht n = 4. Na ¢tyfprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypoctu
determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zplsoby vypoctu
determinantu. O

Cviceni. Spottéte determinanty matic

0 ) ) €
(> o)

SN
N———

[an}

N

o N

w O

N~
7 N
= =
N DO
~_
N
O =
W N
N~~~
N\
N =
w O

ot W

[@)RRTEN NV}

~N Ot W
N — N —

Tt W N

o o

N ot O

W O =

=~ O N

ot O W
e e e

— N —

O OO

W W =

-

1 20 1 21 1 2 3 1 2 2
3 40 3 4 2 4 5 6 4 5 5
0 0 3 00 3 1 2 3 7 8 8
1 2 3 100 1 20 1 20
0 4 5 2 30 0 4 5 0 40
0 0 6 4 5 6 0 0 6 0 5 6
1 20 1 00 1 21 1 21
0 40 040 2 1 3 21 3
0 0 6 0 0 6 1 -4 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 00 010 0 01 1 11 O
4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6
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Tvrzeni 2.2.1. Determinant matice s nuloviym Tddkem nebo nulovym sloupkem je roven
nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fadkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € S, je v soudinu A},l Agz -+ Ay préavé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového radku
a pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto kazdy takovy soucin je
roven nule. U

Lemma 2.2.2. Pro matice lisici se pouze v jednom tddku plati

AL AL AL AL Al AL

Ai._ 1 Ai'— 1 Ai._ 1 Ai'— 1 Ai._ 1 Ai._ 1

T AL T AL | v

Ay ... AL |+ | BY ... Bi|=|A+Bl ... A +B.

AP AR AL qi AT AR

Ar L. AR Ar L. AR Al An
Diikaz. Cviceni. 0
Piiklad.

1 2 3 |1 23 |12 3 1 23

1 0 0[+]0 1 0[+]0 0 1|=3+(-6)+3=0=|1 1 1]. a

45 6/ |45 6 456 4 5 6

Definice 2.2.2. Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojuhelnikovd (nebo v (hor-
nim resp. dqlm’m) trojihelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagonalou méa jen
nuly, tedy A% =0 pro ¢ > j resp. pro i < j.

Kazda ¢tvercova matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojuhelnikovém
tvaru a tedy kazdou étvercovou matici lze pomoci fadkovych elementérnich tprav prevést
na trojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni 2.2.3. Determinant trojihelnikové matice je roven soucinu prvki na diagondle.

Diikaz. Bud A horni trojihelnikova matice typu n X n. Bud o permutace na mnozing
L. Jestlize pro né&jaké i € I, plati o; < i, pak Aj. je pod diagonélou, tedy A;, = 0
a také sgno - A},l x Afn -+ Ay = 0. Jedind permutace o takova, ze o; > i pro kazdé i,

je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = AJ A3 ... A"
Pro dolni trojihelnikové matice je ditkaz analogicky. O

Disledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki na
diagondle.
(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Priklad.
1111 1 000 1 0 00
0 2 2 2 1 200 0200
0033 (1230 [0030 =2 =
0 0 0 4 1 2 3 4 00 0 4
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Determinanty elementarnich matic jsou nenulové.

Priklad. (1) E%(c) je trojuhelnikova matice a na diagonale ma jen jednicky, proto
det E“I(c) = 1.

(2) E‘(c) je diagonalni matice a na diagonale ma jedno c a jinak jen jednicky, proto
det E'(c) = c.

(3) JelikoZ v kazdém tadku a v kazdém sloupku matice E*/ je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny

(Ei7j)71’1> e (Ei’j)ﬁn rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspon jeden z téchto prvka
nulovy. Diky tvaru E%/ je T transpozice, takze sgn T = —1. Proto
det B = (1) (B)}, -+ (EW)3, = 1. .

Tvrzeni 2.2.4. Pro kaZdou ctvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v sou¢inu A7' ... A7 ... AZ" mizeme usporadat podle vzristajiciho rad-
kového indexu A'_,...A" ... A" |, protoze o, Lty ¢initel v pavodnim soudinu je
o On

1 9
o _

1 A
A iil — A:;_‘,l. POtOm
det AT = > " sgno- (AT)} ... (AT ... (AT)2 =
O'GSn
= Z sgno - A7 LVATH VAT = (preusporadani)
O’GSn
= Z sgno - A(l,l—l - Aii_l .. A:;l = (sgno~! =sgno)
O’GSn
_ —1. 41 i n o _
= ZSgnO‘ ‘AO'II'.'AO'II'.'AO'EI_
O'GSn

=det A,
protoze kdyZ o projde viechny prvky S, tak o1 takeé. O

Tvrzeni 2.2.5. Determinant matice, kterd md bud dva Fddky stejné nebo dva sloupky
stejné, je roven nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n, kterd ma i-ty fadek stejny jako j-ty (i # j), tedy
Al = AJ pro kazdé k € {1,2,...,n}.
Bud 7;; € S, transpozice vyménujici 4, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € S, oznatme o' = o o 7;;. Pak sgno’ = sgno -sgn;; = —sgno a ¢len determinantu
odpovidajici permutaci o’ je
SgnU/.A}%...A;,_...A&...An, =

2 In
J
_ 1 i j no_ i Ad jo_ gi
= —sgno- A, Ay AL AD = (A, = A} a AL, = AL)
1 % i n
——Sgna-Aal---AUZ_---AUJ_---AJ”,

a je tedy opacny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.

Mnozinu S, jez mé sudy pocet prvka, mizeme rozlozit na podmnoziny {c, o'}, které
jsou dvouprvkové, protoze o’ # o a o’ = o (ovéite), a kazda z nich prispiva k determi-
nantu nulou. Takze det A = 0.

Kdyz ma matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokazat analogicky nebo je mozno
pouzit predchozi tvrzeni. O
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2.2.2. Elementarni apravy

Tvrzeni 2.2.6. (1) Pric¢tenim ndsobku jednoho tddku, resp. sloupku k jinému Fadku,
resp. sloupku se determinant nezménit, cili

Al A AL Al Al AL
Al 4 cA] Ab4cAl ... Al 4cAl|=|AT AL ... Al
A7 Ay An ArAp L AT

pTi zdpisu s pouZitim elementdrnich matic
det(E™ (c) - A) = det(A - E%(c)) = det A.

(2) Vyndsobenim jednoho Fddku, nebo sloupku prokem c se determinant vyndsobi prvkem
c, cili

A AL L0 AL Al AL L0 AL
cAl cAL ... cAll=c|A} A} Al
Ay AR L. AT Ay Ay L. AT

pTi zdpisu s pouZitim elementdrnich matic
det(Ei(c) - A) =det(A- El(c)) = cdet A.

(8) Vzdjemnou vgmeénou dvou Tdadki, nebo dvou sloupkii determinant zméni znaménko,
cili

AL A} Al |Al Al A
Al A A:% AL AL Al
Al A Al - A:{ A Aﬁl7
Ap Ay o | oag o

Pt zdpisu s pouZitim elementdrnich matic
det(E™ - A) = det(A - EY) = — det A.

Drikaz. Uvedeme pouze diikkaz pro radkové dpravy, pro sloupkové je analogicky.
Budte A ¢tvercova matice a B upravena matice.



(1) Necht B vznikne z A pfi¢tenim c-nasobku j-tého fadku k i-tému radku, cili BY

Determinant

Al 4+ cAl a ostatni radky matice B jsou stejné jako rfadky matice A. Potom

det B = Z sgna-B;I...

(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku prvkem c, ¢ili B!

O'GSW,

Bi

o "

.BI ...
gj

no_
By =

1 7 ] ) n
> sgno- AL (AL AL AL AL =

+c ngnJ-A},l..

UES’n

[eF

VA

CALLLLALLLAR

Al AT

g; * (] On

determinant matice, kde i-ty fadek je stejny jako j-ty

=det A+ c-0=det A.

rfadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

det B

(3) Necht B vznikne z A vzajemnou vyménou i-tého fadku a j-tého Fadku, cili BY

33

= cA! a ostatni

AZ, Bl = Al a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Bud Tij € Sn
—1. Pro kazdou permutaci ¢ € S,, ozna¢me

transpozice vyménujici 7, j, ¢ili sgnr;; =

o' = oor;j. Pak o} = 0, 0% = 0;a0;, = op prok #i,jasgno’ = sgno-sgn7; = —sgno.
Potom
det B = Z sgna‘B;I...Bf,i...ng ..By =
O’GSn
= Z sgno - Acl,1 . Aﬁ,z . ..Af,j AL = (komutativita sou¢inu)
O’GSn
_ 1 % J n o o__
= Z sgno - A Ay AL A =
O'GSn
:Zsgna-Alei...Ai{...Ai,...AZ,: (sgno’ = —sgno)
7 j n
O’GSn !
=— > sgno’ AL . AL LA, AT =
== g Ui ol poee e g =

O’GSn
—det A,

i

protoZe kdyZ o projde vsechny prvky S, tak o’ také.

Cviceni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A?

O

Cvic¢eni. Bud A antisymetrickd matice typu n x n. UkaZte, Ze je-li n liché ¢islo, pak

det A = 0.

O
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Priklad.
11 11 11 11 11 11 11 11
0 22 2 |02 22 |02 22 |24414
00 33 [0033 1|336¢6 |3 366
0 0 0 4 4 4 4 8 4 4 4 8 4 4 4 8
11 11 4 4 4 4 11 11 11 1 1 111 1
4'0222_0222_0888_0222_0222
0033 0033 0033 |00 12 12 |00 3 3
00 0 4 00 0 4 0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 16
11 11 0 00 4 0 0 0 4
0 2 2 2 02 2 2 0 0 3 3
0033 Voo s33 02202 =
0 0 0 4 11 11 11 11
Disledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det Q - det A.
Diikaz. (1) det(Ei’j (c)A) =det A=1-det A = det E%I(c) - det A.

(2) det(E'(c)A) = cdet A = det E*(c) - det A.

(3) det(E"7A) = (—1) - det A = det E*J - det A. O
Cviceni. Dokazte, 7ze det E%/ = —1 s vyuzitim pfedchoziho dusledku a toho, Ze vza-
jemna vymeéna dvou Fadkil je slozenim koneéné mnoha rfadkovych elementarnich tprav
ostatnich druhi. O

Tvrzeni 2.2.7. Matice je reguldrni prdve tehdy, kdyZ md nenulovy determinant.

Diikaz. Bud A regularni matice. Podle Disledku Tvrzeni A= Q1Q2 - Qp, kde
Q1,Q2,...,Qk jsou elementirni matice. Potom diky Dusledku Tvrzeni [2.2.6

det A = det(QlQQ s Qk) = det Q1 . det(Qz s Qk) ===
=det Q1 -det Qs - - det Q.
A sou¢in nenulovych determinanti elementarnich matic neni roven nule, viz kapitola [6}
Necht det A # 0. Pomoci fadkovych elementarnich tprav pfevedeme A na schodovity
tvar B, tedy B = Qi --- Q14, kde Q1, ..., Q% jsou piislusné elementarni matice. Potom
opét diky Disledku Tvrzeni a diky tomu, Ze soucin nenulovych prvka pole je
nenulovy,

det B=det(Qg - Q1A4) = det Qp det(Qg—1---Q1A) =--- =
= det Qpdet Qr_1---det Q1 det A # 0.
Jelikoz B je ve schodovitém tvaru a jejl determinant je tedy sou¢inem prvki na diagonale,
na diagonale neni zadna nula, opét viz kapitola [l To znamené, Ze B nema nulovy radek,
je tedy regularni a A také. O

Disledek. Matice je reguldrni prdvé tehdy, kdyz md nenulovy determinant, a to md
prave tehdy, kdyZ je invertibilng, a to je prdavé tehdy, kdyzZ je ekvivalentni jednotkové
matics.

Tvrzeni 2.2.8 (Cauchyova véta). Budte A, B c¢tvercové matice stejného typu. Pak
det AB = det A - det B.
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Diikaz. (1) Je-li A regularni, tedy soucin Q1Q2 - - - Q. elementérnich matic, pak

det AB =det(Qq - QrB) =det Qq - det(Q2---QpB) =--- =
=det Q1 det Q2 --det Qr det B = det(Q1Q2 - Q) det B =

= det Adet B.
(2) Je-li A singularni, podle Tvrzeni je AB také singularni a tedy
det AB=0=det A=detA-detB. O
Cviéeni. Pro regularni matici A plati det A=! = 1/ det A. 0

Lemma 2.2.9. KaZdd c¢tvercovd matice je ekvivalentni matici v trojuhelnikovém tvaru,
jejiz determinant je roven determinantu pivodni matice.

Diikaz. Na prevedeni matice na trojuhelnikovy tvar staci pouze dva typy elementarnich
tprav, pri¢teni nasobku jednoho fadku, nebo sloupku k jinému radku, resp. sloupku, coz
neméni determinant, a vzajemna vymeéna dvou fadk, nebo dvou sloupkt, ¢imz se zméni
jen znaménko determinantu.

Pokud pii takovém prevedeni matice na trojuhelnikovy tvar pouzijeme sudy pocet vy-
meén Fadku, nebo sloupkt, determinant ziskané matice v trojihelnikovém tvaru je roven
determinantu puvodni matice. Pokud pouZijeme lichy pocet takovych vymeén, vynéso-
bime jeden Fadek ziskané matice prvkem —1 a determinant této nové matice v trojuhel-
nikovém tvaru je roven determinantu ptvodni matice. O

Lemma 2.2.10.

AL AL AL, AL

: : : : Al oAb A’]zﬂ s Ak
Ak Ak A%ﬂ 12121 _ . .

0 0 Ak—l—l An+ : ; n :n
| St | Av oo AR AR, . AR
0 ... 0 Ap,, ... Ar

Determinant matice A v pfedchozim tvrzeni se rozpadd na subdeterminanty: jeden
subdeterminant fadu k a jeden subdeterminant fadu n — k. Stru¢né ale vystizné lze toto
tvrzeni vyjadrit zapisem

A X

o av| =414
Piiklad.
2 3 45
2 30
023 051 2 oj=2.1? 3.8=2.1.8=16
0120 6 7 8 12
06 7 8
2 1 3 4 2 1 3 4
001 2 123 4 2 1| |1 2
1234~ 01 2 _(_1)"1 2H3 4‘_<_1)'3'(_2)_6D
003 4 0034
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2.2.3. Laplacetv rozvoj

Definice 2.2.3. Bud A matice typu n x n. Determinant matice typu (n—1) x (n —1)
vzniklé z A vynechanim jednoho Fadku a jednoho sloupku je minor. P¥i vynechani
i-tého radku a j-tého sloupku prislusny minor oznac¢ujeme

A

Kofaktor (nebo algebraicky doplnek) prvku A; je
A i+7 At
A = (—1)" Aj.

Tedy, kofaktor (algebraicky doplnék) prvku A; je (—1)"J-nasobek determinantu ma-
tice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého sloupku.

Piiklad. Méjme

A:<ZZ>

1= (-D"Al =4, Ay = (-1)!*245 = —,
A2 = (1)1 A2 = —p, A2 = (—-1)*242 = .. O

a c
A=|d e f
g h i
Potom
a_le f i_|d f i1_|d e 3 _|a b
Al_h 7|’ 2_'g 1]’ 3 'g hl> 7 A3_d el’
- - e - - d
A= nat= o ), A= ayea=- |0 )
d e A - a b
1 143 71 _ 3 1\3+3 53 _
A (—1)""™A ‘g nl Az = (—1) A3—d ol O

Tvrzeni 2.2.11 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu). Bud A matice typu n X n.
Pro kazdé i € {1,...,n} plati

det A = AJA} + AYAY + -+ AL AL =3 ATAL =
j=1

= AJA} + AJAT + -+ APAY =N ALAL
j=1
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Diikaz.
AL AL AN AL AL
det A=|A ... A;_l A; A§+1 s AL = (Lemma [2.2.2])
Ar oo AL AT AR A7
Al oAb, AL AL, AL
w | S z
=> |0 0 A 0 ... 0=
Jj=1] : : : :
Ay ..o AR AT AT A7
Al AL Al AL A,
. ) . . . .
=> 4|0 0 1 0 0
Jj=1 : : : : :
Ay ..o AT, A7 AT A7
Ukazme, Ze
A Ajy Af Al A,
0 0o 1 0 0|=A
Ay oo AT AT AT, L AR
Vyménujme i-ty fadek (O ... 001 0 ... O) s predchozimi fadky tak dlouho, az
bude prvnim fadkem; k tomu je potieba ¢ — 1 vymén. Poté vymeénujme j-ty sloupek
. . T
(1 Ajl- .. A;._l A;‘H .. A?) s pfedchozimi sloupky tak dlouho, az bude prv-

nim sloupkem; k tomu je potfeba j —1 vymeén. Takto vznikly determinant je tedy nutné
vynasobit éfslem (—1)71(=1)77! = (=1)"* a navic, viz Lemma [2.2.10} se rozpada na
subdeterminanty det(1) a A}. Proto det A = %) A%-(=1)" AL =371 | ALA% a mame
rozvoj podle i-tého Fadku.

Rozvoj podle i-tého sloupku ziskdme analogicky. O

Definice 2.2.4. Vztah v Laplaceové vété je Laplaceiiv rozvoj podle i-tého Tddku resp.
podle i-tého sloupku.

Priklad.

O = O N
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2.3. Adjungovana matice

Definice 2.3.1. Bud A &tvercova matice. Ozna¢me A matici kofaktori Az Matice AT
je matice adjungovand k matici A a znaci se adj A. Tedy,

adjA=AT.

Piiklad. Méjme

a b
A_<C d).
~ T
Al Al d —c\' d —b
AT 2 _ _
adjd =4 (A% A%) _(—b a) —(—c a)' -

Tvrzeni 2.3.1. Pro libovolnou ctvercovou matici A
detA-F=A-adjA=adjA- A.

Je-li A reguldrni matice, pak

_ 1 .
A 1:detAadJA.

Diikaz. 'V i-tém Tfadku a j-tém sloupku matice A - adj A je
(A-adjA): ZAZ (AT)» ZA”AJ

Pro ¢ = 5 podle Laplaceovy véty
(A-adjA): ZAl i = det A.

Je-li i # j, bud B matice, kterd z A vznikne tim, ze j-ty fadek nahradime i-tym
rfadkem. Potom

(A-adj A)j Z ALA] = (B se lisi od A jen v j-tém Fadku)
= Z Bi.B| = (Bi. = B])
k
= Z Biéi = (podle Laplaceovy véty)
=det B = (B méa dva stejné radky)
=0.

Matice A - adj A je tedy diagonalni a vSechny prvky na diagonale jsou rovny det A, ¢ili
A-adjA=detA- E.

Rovnost adj A - A = det A - F dostaneme analogicky.
Je-li A regularni, pak det A # 0, takZe jim muZzeme délit a s pouZitim Tvrzeni [1.4.3]
dostaneme uvedeny vztah. O



Priklad. Mé&jme regularni matici

A:<Z g).

Potom
1

Napriklad pro

1
-2

dostaneme
-1 _

>:

Determinant
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3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

3.1. Soustavy linearnich rovnic a jejich feSeni

Definice 3.1.1. Budte n € N, P pole, a1, as,...,a,,b € P, z',2%,... 2" ¢ P. Potom
a1zt +asx® + -+ apz =b

je linedrni rovnice nad polem P o n nezndmych x',x2,... 2™ (nejsou to mocniny, jen
horni indexy). Prvky a1, ag,...,a,,b € P jsou koeficienty.

Uvedenou linearni rovnici mizeme zapsat

n

d
g ajr’ =b.
Jj=1

Definice 3.1.2. Resent rovnice
a1zt + asx? + - +apz” =b
je kazda usporadana n-tice (€1,£2,...,&") prvki pole P takova, Ze plati rovnost

€ +az® -+ " = b,

P#i hledani feSeni rovnice tedy hledame prvky &1,€2,...,€" pole P takové, Ze po
dosazeni &' za z' pro kazdé ¢ € {1,2,...,n} se z rovnice stane rovnost.

Piiklad. Necht P je pole realnych ¢isel R.

1ozt +2-2240-22+4-22 =6
je linearni rovnice o ¢tyfech neznamych x', 22, 23, x4 Regeni této rovnice jsou napiiklad

(6,0,1,0), (2,2,7,0), (—4,3,0,1), ale nejsou to zdaleka vSechna FeSeni. O

Tvrzeni 3.1.1. Bud ax = b linedrni rovnice nad polem P o jedné nezndmé x.
(1) Pokud a # 0, potom ax = b md prdvé jedno veseni, a to & = ba™".
(2) Pokud a =0 ab#0, potom ax = b nemd Tesent.
(8) Pokud a =b =0, potom kaZdy prvek pole P je FeSenim ax = b.
Diikaz. (1) Dosadime-li £ = ba~! za x, dostaneme a& = aba™! = b, takze & je feent.
Na druhou stranu, je-li & n&jaké fefeni, tedy a& = b, pak & = £ -1 = £(aa™t) =
(€a)a' = (a€)a™ ' = baL, Cili kazdé fesenf je rovno ba~! a je tedy jediné.
(2) a (3) Vyplyva z toho, ze 0 - = = 0 pro kazdé x € P, viz kapitola @ O

Piiklad. Rovnice 32 = 6 nad polem realnych ¢isel mé jediné feSeni 6 - 371 = 2. U

Definice 3.1.3. Budte m,n,i,j € N, i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}, P pole, pro
kazdé i, j necht a}, 0" € P, xl 2% ... 2" ¢ P. Potom

ajrt 4+ ajz® + - +apa™ = bt

ajrt + a3z’ + - +aiz" = b?

al'zt +afa? + - 4 ala" ="

je soustava m linedrnich rovnic nad polem P o n nezndmiych xt, ..., z™
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Uvedenou soustavu linearnich rovnic miizeme zapsat

n

al  al al bt z!
a? a3 a? b? x?
A= , b= , T = ,
m m m m n
al® ay’ ... ap b x

mizeme soustavu linedrnich rovnic psat jako rovnici

Ax =b.

Definice 3.1.4. Matice A = (aﬁ-)mm je matice soustavy, b = (b")mx1 je sloupek pra-
vijch stran, T = (z'),x1 je sloupek nezndmijch. Matice

11 1 gl
a; ay; ... a, b
_ a? a3 ... a2 v
A=
m m m m
al® ay* ... ap b

je roz§irend matice soustavy. A se nékdy zna&i (A |b) nebo (aé» | b%).

Definice 3.1.5. Resent soustavy
ajr’ 4+ aya® + - +apa™ = bt

air' +a3x® + -+ aZa" = b

al'z' +ay'x? 4+ + a2 = b
m linedrnich rovnic nad polem P o n nezndmych je kazda usporadana n-tice £ =
(€1,€2,...,&") prvki pole P takova, e pro kazdé i € {1,...,m} plati rovnost

ai€" +ape® + o+ apg" =1,
nebo pii maticovém zapisu je to sloupkova matice £ = (51 £ .. 5")T takova, Ze
plati rovnost

A& =b.

Souéin Az si miZeme rozepsat

al al al x! alzt +alx® 4+ -+ alz”
4 a? a3 ... a2 22 afr! + a3x® + -+ aZa”
al* ay am ) \z" alxl + af'a? + - 4 ala"

a a ap

2 2 2

aj as; a;,

— Jfl ) + xQ . _|_ e _|_ gjn . =
ay’ ay’ ap’

=o' A} + 2% AG + - + 2" A
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a soustavu Ax = b pak muzeme piepsat

gAY+ 22 AG + -+ 2" A =)
Tedy, soustava lineadrnich rovnic Az = b ma TeSeni pravé tehdy, kdyz existuje linedrni
kombinace sloupkt matice A, ktera je rovna sloupku pravych stran b. Koeficienty tako-
vych linearnich kombinac{ tvoi{ jednotliva feSeni soustavy.

Jestlize soustava linedrnich rovnic méa néjaké feseni, tj. sloupek pravych stran je né-
jakou linearni kombinaci sloupkii matice soustavy, potom hodnost rozsifené matice sou-
stavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestlize soustava nema feSeni, tj. sloupek pra-
vych stran neni linedrni kombinaci sloupkii matice soustavy, potom hodnost rozsirené
matice soustavy je o 1 v&tsi nez hodnost matice soustavy.

MnozZina vSech feSeni soustavy linearnich rovnic je prunik mnozin vSech feSeni jed-
notlivych rovnic soustavy.

Piiklad. (1) ResSeni linearni rovnice
a1z’ + asx® = b

s redlnymi koeficienty o dvou nezndmych z!, 22 jsou uspofddané dvojice (¢!, £2) realnych
Cisel takové, Ze po jejich dosazeni do rovnice za neznamé dostaneme rovnost. Mnozina
vSech TeSeni takové rovnice je tedy

{(61,€") e R?[arg! + an¢” = b}

a bereme-li usporddané dvojice jako body v roving, tato mnozina je

e prazdna, tj. rovnice nema feSeni — pokud a1 = a2 =0 a b # 0;

e pfimka, tj. rovnice mé nekonecné mnoho feSeni — pokud aspon jeden z koeficientt

a1, as je nenulovy;

e celad rovina, tj. rovnice ma nekonecné mnoho feseni — pokud a3 = as = b = 0.
Je-li to pfimka prochazejici dvéma body u = (u1,u2),v = (v1,v2) a ozna¢ime-li w = u—wv,
miuzeme ji zapsat také parametricky

{u+tw|t € R} = {(u1,u2) +t(w1,w2) |t € R} =
= {(u1 + twi, ug + twy) |t € R}.

(2) Mnozina vSech FeSeni soustavy linearnich rovnic o dvou neznamych je prinik mnozin
vSech TeSeni jednotlivych rovnic. Takova mnozina je tedy

e prazdna — pokud bud aspoii jedna rovnice nemé FeSeni, nebo mnoziny vSech feSeni
dvou rovnic jsou rovnobé&zné pifmky, nebo mnoziny vSech feSeni t¥i rovnic jsou
primky s prazdnym prunikem:;

e jednoprvkova — pokud mnoziny vSech feSeni dvou rovnic jsou pfimky s jednoprv-
kovym prinikem, jehoz prvek je feSenim i vSech ostatnich rovnic soustavy;

e pfimka — pokud to neni celd rovina a vSechny mnoziny vSech feSeni jednotlivych
rovnic rizné od celé roviny jsou tataz piimka, tedy vSechny rovnice jsou nésobky
jedné z nich;

e celd rovina — pokud vSechny rovnice maji vSechny koeficienty i pravé strany nulové,
tedy ai = a} = b* = 0 pro kazdé i.

(3) Regeni linearn{ rovnice o tfech nezndmych jsou uspofadané trojice, po jejichz dosa-
zeni do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li uspofadané trojice jako body v trojroz-
mérném prostoru, mnozina vSech fesen{ je

e prazdnd — pokud a1 =as =a3=0ab+#0;

e rovina — pokud aspon jeden z koeficientl a1, a2, a3 je nenulovy;

e cely trojrozmérny prostor — pokud a; = a2 = a3 =b=0.

A také rovinu v prostoru mizeme vyjadfit parametricky.
(4) Mnozina vSech FeSeni soustavy linearnich rovnic o tfech neznamych miize byt
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prazdna;

jednoprvkova;

primka;

rovina;

cely trojrozmérny prostor.

(5) Regen{ linearni rovnice o n neznamych jsou usporadané n-tice a mnoZina vSech
reSeni je

e prazdna;

e (n — 1)-rozmérné rovina“, nazyva se nadrovina v n-rozmérném prostoru;

e cely n-rozmérny prostor.
Mnozina vSech FeSeni soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych je tedy pripadné prinik
nadrovin v n-rozmérném prostoru. O

Priklad. (1) Soustava
et 227 — 23 =1

—zl 4+ 2?2423 =1

o2zt — 22+ 23 =1
mé pravé jedno fedeni, (0,5,0,5,0,5), tj. £! = €2 = €3 = 0,5. MnoZina viech Fedeni je
{(0,5,0,5,0,5)}.
(2) Méjme soustavu

r—y=1,

tedy jednu rovnici o dvou neznamych x,y. Kazda usporadana dvojice (t,t — 1), kde ¢
je libovolné realné &islo, je feeni soustavy, tj. & = t, €2 =t — 1 pro libovolné ¢ € R.
Soustava méa tedy nekone¢né mnoho FeSeni a mnozina vsech feseni je {(¢t,t — 1) |t € R}.
(3) Soustava

=0
rz=1
nema4 zadné FeSeni, mnoZina vech Feseni je tedy prazdna mnoZzina (). O

3.2. Gaussova elimina¢ni metoda a obecné rFeSeni

Resit soustavu linearnich rovnic, tj. hledat mnozinu v8ech jejich feSeni, je mozné tak,
7e soustavu upravime na takovy tvar, ze kterého vSechna reSeni vycteme. Je oviem nutné
pouzivat pouze takové apravy, po jejichz provedeni mnozina vSech feSeni nové soustavy
je stejné jako mnozina vSech fesen{ ptivodni soustavy.

Definice 3.2.1. Ekvivalentni tdprava soustavy linedrnich rovnic je dprava, jejiz pro-
vedenim vznikne soustava linearnich rovnic s mnozinou vSech feSeni rovnou mnoziné
vSech feSeni ptivodni soustavy.

Soustavy linearnich rovnic, jejichz mnoziny vSech FeSeni se vzdjemné rovnaji, jsou
ekvivalentn.

Definice 3.2.2. Elementdrni upravy soustavy linearnich rovnic jsou
(i) pricteni nasobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vynasobeni jedné rovnice nenulovym prvkem pole,
(iii) vzadjemna vyména dvou rovnic.
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Ke kazdé elementarni tpravé soustavy existuje elementarni tprava (stejného typu),
ktera soustavu pfevede do puvodniho stavu.

Je zfejmé, Ze provedeni fadkové elementérni tpravy rozsifené matice soustavy je totéz
co provedeni obdobné elementarni Gpravy soustavy.

Podle néasledujiciho tvrzeni elementarni Gpravy jsou ekvivalentni.

Tvrzeni 3.2.1. Elementdrni dpravy soustavy linedrnich rovnic jsou ekvivalentni.

Diikaz. Mé&me soustavu linearnich rovnic o n neznamych z!',z2,...,2" a bud & =
(61,62, ... &™) jeji TeSeni, tj. pro kazdé i plati rovnost

ai€’ +as® + oo+ apg" =1’
Zvolme si jednu elementérni Gpravu, pricteni c-nasobku j-té rovnice k ¢-té rovnici,

kde i # j (pro zbylé dvé tupravy je dikaz analogicky). Po této upravé dostaneme novou
soustavu, kterd se od té pivodni lisi jen v ¢-té rovnici, ta v nové soustaveé je

(a} + cal)zt + -+ (a, + cal )z™ = b + b/
Je ziejmé, Ze £ je TeSenim i této nové soustavy, protoZe je FeSenim nové i-té rovnice
(a5 +ca})§' + -+ (ay, + cal )€™ =
= (af€! + o ap") +e(ale! + o+ alg") =
=b"+cb

i v8ech ostatnich, nezménénych rovnic soustavy. To znamené, ze kazdé FeSeni puvodni
soustavy je feSenim i upravené soustavy.

P1i maticovém zapisu mizeme tvrzeni dokizat s vyuzitim toho, Ze fadkova elementarni
tiprava matice je totéz co vynasobeni elementarni matici zleva. Upravou soustavy Az = b
dostaneme soustavu QAz = Qb. Jestlize ¢ je feSenim puvodni soustavy, tedy A = b,
potom QAE = Qb a £ je FeSenim i upravené soustavy.

Vzhledem k tomu, Ze upravenou soustavu muzeme pirevést na tu puvodni opét pomoci
jedné z elementarnich dprav, kazdé feSeni upravené soustavy je také fesenim puvodni
soustavy. Celkové tedy mnozina vSech feSeni upravené soustavy je rovna mnoziné vSech
feSeni puivodni soustavy. O

Tvary soustavy linearnich rovnic, ze kterych lze snadno vy¢ist v8echna feSeni soustavy,
jsou ty, jejichz rozsifené matice jsou ve schodovitém a jesté lépe v Gaussové—Jordanoveé
tvaru.

vy

Gaussova elimina¢ni metoda. Rédkovymi elementarnimi tpravami upravme rozsite-
nou matici soustavy na Gaussuv—Jordaniv tvar (stacil by i schodovity). Je ziejmé, Ze
pocet nenulovych radka prislusné upravené matice soustavy neni vétsi nez pocet nezné-
mych, ¢ili pocet sloupkt matice soustavy. Jestlize upravené rozsifené matice soustavy ma
vice (o jeden) nenulovych fadki nez prislu$na matice soustavy, soustava (upravena i pi-
vodni) nemé FeSeni. Jestlize po¢ty nenulovych fadkt upravené rozsifené matice soustavy
i prislugné matice soustavy se rovnaji r (r < n), tj. rozsifena matice soustavy a matice
soustavy maji stejné hodnosti, pfislusné soustava rovnic (uvadime jen ty nenulové) je

e 0 440 +Ctr+1xkr+1+...+ clam = gt

xkrfl 4+ qr 0 + Cz:ill‘kr—‘rl 4. +C:Z_1£L'n — dr—l

l,kr + C};TJrlmkr—H 4o czxn —d.



46 Soustavy linearnich rovnic

7 posledni rovnice mizeme pomoci zF-t1 ... 2" vyjadrit
kr _ gr T kr+1 romn
' =d —cp T = —cpa
7 predposledni rovnice mazeme pomoci aFr—1+1 gkl gkl an yyiadrit
kr—1 _ gr—1 _ r—1 kpa+1 _ . _ =1 k=1 _ r—1 k41 __ . _ r—1.n
x =d 1% 1T Cpp 11T c, "

Takto mizZeme postupovat az k prvni rovnici, ze které vyjadiime z*1 pomoci neznamych
gt 2™ kromé 2R, .. ab

Ziskame tak vyjadieni r neznamych =, 2*2, ... 2% pomoci n —r neznamych 2’ s i €
{1,2,...,n} \ {k1,ka,..., kr}. KdyZ za neznamé z', i € {1,2,...,n}\ {k1,ko,...,kr},
zvolime libovolné prvky pole P, které pak dosadime do ziskanych vztaht pro neznamé
k1 k2 2k a tyto hodnoty dopocitame, dostaneme Feeni soustavy Az = b.

Definice 3.2.3. Neznamé z*', 22, ... 2% 2 predchoziho odstavce jsou hlavni (nebo
bdzové nebo bdzické), neznameé ', kde i € {1,2,... ,n}\{k1, ka, ..., kr}, jsou parametry
(nebo nebdzické nezndmé nebo volné proménné) a oznaéujeme je po fadé ¢, ... "

Definice 3.2.4. ReSeni soustavy linedrnich rovnic o n neznamych, jejiz rozsifena ma-
tice mé hodnost r, zapsané pomoci n — r parametri je obecné Tesend. ReSeni ziskané
z obecného TeSeni libovolnou volbou parametri je partikuldrni FeSend.

Je ziejmé, Ze kazdé TeSeni soustavy linedrnich rovnic lze ziskat z obecného FeSeni
vhodnou volbou parametrii. TakZe mnozina v8ech feseni ziskanych z obecného feSeni
vSemi moznymi volbami parametri je rovna mnoziné vSech feSeni soustavy a obecné
feSeni reprezentuje vSechna fesSeni soustavy.

Piiklad. Méjme soustavu
b+ 222 +32° =1
22! + 322 + 423 =1
3z! + 42 + 523 =1

~ ooy 2

nad polem realnych ¢isel. RozsiFend matice soustavy je

1 2 31
2 3 41
3 45 1
Jeji Gausstiv—Jordanav tvar je
1 0 -1 -1
01 2 1
00 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gausstuv—Jordaniiv tvar reprezentuje soustavu

z! — 3 =1

22 + 223 = 1.
7 prvni rovnice mazeme vyjadfit z! pomoci z3
ot =—1+2a3
a z druhé rovnice mizeme vyjadiit 22 pomoci 3

22 =1- 223
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Mame tedy 2 (= hodnost matice) neznamé vyjadreny pomoci jedné (= 3 — 2) neznamé.
Neznamé z' a 22 jsou hlavni, neznama > je parametr a mizeme za ni dosadit libovolné
realné ¢islo a hlavni neznamé dopoéitat. Oznacéime-li parametr ¢, dostaneme, Ze

)= (=1+1t,1-2t1), tek,

je obecné FeSeni soustavy. Pii volbé ¢ = 0 ziskdme partikularni feseni £(0) = (-1, 1,0).
Mnozina vSech TeSen{ soustavy je

{(=14t,1—2¢t1t)|t € R}.
Usporadanou trojici (—1 4 ¢,1 — 2¢,¢) miZeme zapsat
(=1+¢t,1—-2tt)=(—-1,1,0) + (¢, —2t,t) =
=(—-1,1,0) +¢(1,-2,1)
a mnozinu vSech FeSeni soustavy pak mizeme zapsat
{(—=1,1,0) + t(1,—-2,1) |t € R},

coz je piimka v R? prochézejici bodem (—1,1,0), ktery je dan sloupcem pravych stran
soustavy v Gaussové—Jordanové tvaru, se smérovym vektorem (1, —2,1). P¥i maticovém
zépisu mnozina vSech FeSeni je

-1 1

1 |+t -2)|teR;. (]

0 1

Priiklad. Mé&jme soustavu
al + 207 4+ 323 + 42t = 1
2¢' + 32% 4+ 423 + 52t = 1
3z' +42® + 52° 4+ 62 =1
dat 4 522 + 623 + 72t =1

nad polem realnych ¢isel. Rozsifena matice soustavy je

1 23 41
23 451
34 5 61
45 6 71

Jeji Gausstiv—Jordaniv tvar je
10 -1 -2 -1
o1 2 3 1

00 0 0 O
00 0 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gausstuv—Jordaniiv tvar reprezentuje soustavu

! — 2 — 2t =1

2?4223 + 324 = 1.

3ax4

Z prvni rovnice miizeme vyjadiit 2! pomoci
ol = -1+ 2% + 222

a z druhé rovnice miizeme vyjadiit 22 pomoci 2% a 24

22 =1-22% — 32%.
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Mame tedy 2 (= hodnost matice) neznamé vyjadieny pomoci dvou (= 4—2) neznamych.
Neznamé z! a 22 jsou hlavni, neznamé z3 a z? jsou parametry a mtZeme za né dosa-
dit libovolna realna ¢isla a hlavni neznamé dopocitat. Oznaéime-li parametry t! a t2,
dostaneme, Ze

E(tHt1?) = (—1+tt + 22,1 —2tt — 3%, ¢, 42), 1, 1% e R,

je obecné fedeni soustavy. Pii volbé t! = 1,t? = 0 ziskame partikularni feseni £(1,0) =
(0,—1,1,0), pii volbé t! = 0,#?> = 1 ziskdme partikularni fegeni £(0,1) = (1,-2,0,1).
Mnozina v8ech feSeni soustavy je

{(—14 1+ 2621 — 2t1 — 3% ¢ %) | 1,42 € R}.
Uspotadanou étvefici (—1 4 ¢! 4 2t2,1 — 2¢t! — 3t ! ¢?) mtZzeme zapsat
(=14 th 2621 — 2t — 362 ¢4, #%) =
= (—1,1,0,0) + (¢}, =2t t1,0) + (2t%, =3t2,0,%) =
=(~1,1,0,0) +t*(1,-2,1,0) 4+ t*(2, 3,0, 1)
a mnozinu vSech feSeni soustavy pak muZeme zapsat
{(=1,1,0,0) + t*(1,-2,1,0) + t3(2,-3,0,1) | t},£* € R},

pii maticovém zapisu

-1 1 2

1 1] —2 2 [ =3 1,2

o [+ T+ S Ry 0
0 0 1

3.3. Frobeniova véta

7 pfedchozich pozorovani a tvrzeni vyplyva nasledujici véta.

Tvrzeni 3.3.1 (Frobeniova véta). Soustava linedrnich rovnic md asponi jedno feSeni
pravé tehdy, kdyZ hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsifené matice soustavy.

Diikaz. Jestlize soustava Ax = b ma néjaké reSeni, pak sloupek b pravych stran je linearni
kombinaci sloupki matice A a roz§ifenim matice A o takovy sloupek se hodnost nezméni.
Takze matice A a A maji stejné hodnosti.

Jestlize se hodnosti matic A a A rovnaji, a rovnaji se tedy i hodnosti p¥islugnych matic
v Gaussové-Jordanové tvaru, pak pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody a libovolnou
volbou parametri ziskdme reSeni soustavy. O

Priklad. (1) Soustava
zt 22— 22 =1
—at 4 223 =1
2zt — 22+ 23 =1
ma matici soustavy

1 2 -1
-1 1 2
2 -1 1
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a rozsifenou matici soustavy

1 2 -1 1
-1 1 21
2 -1 11

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 3, takZe podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. JelikoZ hodnosti jsou rovny poctu neznamych, vSechny neznamé jsou hlavni,
7z4dné neni parametr a soustava mé pravé jedno reSeni.

(2) Soustava
r—y=1
ma matici soustavy

(t 1)
a rozsifenou matici soustavy
(1 -1 1).

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 1, takZe podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. JelikoZ hodnosti jsou nizsi nez pocet neznamych, jedna nezndma je hlavni, jedna
neznidma je parametr a soustava mé nekoneéné mnoho reseni.

(3) Soustava
z=0
rz=1

ma matici soustavy

()

a rozsifenou matici soustavy

(1)

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozsifené matice soustavy je rovna 2,
takze podle Frobeniovy véty soustava nema feSeni. U

3.4. Cramerovo pravidlo

Podle Frobeniovy véty soustava s regularni matici mé feSeni. Podle nasledujici véty
ma praveé jedno reseni.

Tvrzeni 3.4.1. Bud Ax = b soustava se &tvercovou matici A. Potom A je requldrni
praveé tehdy, kdyZ Ar = b md prdvé jedno feSent, a to

£=A"1b.

Diikaz. ,,=* Necht A je regularni matice, tedy invertibilni, s maximalni hodnosti. Potom
podle Frobeniovy véty soustava Ax = b ma FeSeni. A pro kazdé feSeni £ plati A = b,
tedy € = A~LAE = A~1b, ¢ili feSeni je jediné.

»,<=* Necht A neni regularni matice, tedy je singularni, s hodnosti mensi nez pocet
jejich fadku, ktery se rovnéa poc¢tu neznamych. Pokud hodnost rozsifené matice soustavy
je vétsi nez hodnost matice soustavy, soustava nema feSeni. Pokud hodnost rozsifené ma-
tice soustavy je stejna jako hodnost matice soustavy, potom v obecném feSeni soustavy
vystupuje aspon jeden parametr, za ktery lze dosadit libovolny prvek pole. Vzhledem
k tomu, Ze pole obsahuje vice nez jeden prvek, soustava ma vice nez jedno feSeni. O



50 Soustavy linearnich rovnic

Tvrzeni 3.4.2 (Cramerovo pravidlo). Bud Ax = b soustava s reguldrni matici A a fe-

Senim £ = (fl £ ... §”)T Pak pro kazdé i € {1,2,...,n}
det A’
kde A; je matice vznikld z matice A vgmeénou i-tého sloupku za sloupek pravych stran b:
a% ...a}_l bl ail_i_l a}L
A= ¢
at ...aly V" oalyy ... ay

Diikaz. Pii rozvoji podle i-tého sloupku dostavame det A; = > j Ai b. Dale

1 -
=Ab= djA) b=——ATp
: der A A b= 3o
a tedy

detA  detA  detA = detA’

Tvrzeni mizeme dokazat také takto: Je-li £ feSeni soustavy Az = b, pak b je linearni
kombinaci sloupkit AS s koeficienty &, ..., €7, tedy

b=C A+ EAS 4 A, =D A
J
a matice A; ma v i-tém sloupku tuto linearni kombinaci v8ech sloupkt matice A. Potom

det A; =det (A} ... A7, b AY, ... AY)=
=det (AF ... Ay, Y EAY AY, . AD) =
= det (A7 ... A7, AT Ay, .. A) =
= Fdet (A7 ... A7, AT An, L Ap) =
=¢&det (A7 ... AS, AY AY, ... AY) =
= ¢ det A,
z ¢ehoz dostaneme pozadovany vztah. (]

Priklad. Mé&jme soustavu
et 4227 — 2P =1
—x'+ 2?4208 =1
20 — 2?4 23 =1.

Potom
1 2 -1 1 2 -1
A= -1 1 2 Ar=11 1 2
2 -1 1 1 -1 1
11 1 2 1
A= -1 1 A= | -1 11
2 1 2 -1 1
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det A =14 det A1 =7 det Ay =7 det A3 = 7.

Proto

. det A1 det AQ det A3 7 1

1 2 3
¢ ¢ & det A det A det A 14 2

3.5. Homogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 3.5.1. Soustava linearnich rovnic s nulovou pravou stranou je homogennd.

Priklad. (1) Soustava
et 4222 — 22 =0
—xl+ 2?4203 =0
20 — 2+ 23 =0
je homogenni.
(2) Soustava
ot -2t 42t =0
je homogenni.
(3) Soustava

z=0
=1
neni homogenni. (]

Tvrzeni 3.5.1. (1) KazZdd homogenni soustava md fesend.
(2) Kazdd homogenni soustava md nulové Fesend.

(8) Homogenni soustava se ¢tvercovou matici md pouze nulové FeSent pravé tehdy, kdyz
matice soustavy je requldrni.

(4) Homogenni soustava se ¢tvercovou matici md nenulové feSeni prdave tehdy, kdyz
determinant matice soustavy je roven nule.

(5) Homogenni soustava, ve které je méné rovnic neZ nezndmiych, md nenulové fesent.

Diikaz. (1) Existence feseni homogenni soustavy vyplyva z Frobeniovy véty i z nasledu-
jicitho bodu (2).

(2) Vzhledem k tomu, ze 0-p = p-0 = 0 pro kazdé p z ptislusného pole, viz kapitola@
je ziejmé, Ze homogenni soustava ma nulové FeSeni.

(3) Vyplyva z Tvrzeni [3.4.1]

(4) Tvrzeni je ekvivalentni pfedchozimu.

(5) V tomto pripadé pii pouziti Gaussovy eliminaéni metody kladny pocet neznamych
jsou parametry a vhodnou volbou libovolného parametru ziskdme nenulové feseni. [

MnozZina vSech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic mé nésledujici vlastnost.
Tvrzeni 3.5.2. Linedrni kombinace Teseni homogenni soustavy je také TeSeni té sou-

stavy. Specidlné, nulovy sloupek je TesSent, soucet TeSeni je feSeni a c-ndsobek TeSeni je
resent.
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Diikaz. Necht &1,&,, ..., & jsou FeSeni soustavy Ax = 0, ¢ili A& =0,A& =0,..., A& =
0. Budte a1, as,...,a € P. Potom

A1y + oo + -+ aplp) = a1 A& + Ao + -+ + ap A, =0

a linedrni kombinace TeSeni je tedy také TeSeni soustavy. U

Definice 3.5.2. Fundamentdlni systém tesSeni homogenni soustavy je takovid mnozina
FeSeni té soustavy, ktera je linearné nezavisla a kazdé feSeni lze vyjadrit jako linearni
kombinaci feSeni z této mnoziny.

Tvrzeni 3.5.3. Fundamentdlni systém Fedeni soustavy rovnic Ax = 0 o n nezndmych
md n — rank A proki.

Diikaz. Obecné feSeni £ soustavy Ax = 0 o n neznamych je vyjadieno pomoci n—rank A
parametrii t!, ..., "2 KA tody ¢ = £(¢1, ..., #7712k A) Provedeme-li n — rank A voleb
parametri

(t',..., vk Ay — (1.0, ... ,0),
(th, ... vk Ay — (01,0, 0),

(th, ... vk Ay — (o0 0,1),

dostaneme mnozinu partikularnich reseni
{¢£(1,0,...,0),£(0,1,...,0),...,£(0,...,0,1)},

ktera je linearné nezavisla a
gt ... pvmrank Ay —le(1,0,. .., 0)4+226(0,1,...,0)+ -+t ek Ag (0, 0,1),

takZe obecné feSeni, Cili kazdé FeSeni, soustavy je linearni kombinaci téchto partikularnich
TeSeni. U

Piiklad. (1) Soustava
zt—22=0
ma 2 nezndmé, matice soustavy ma hodnost 1, obecné feseni je
§(t) = (1), teR,
mnozina v8ech feSeni soustavy je
{(t,t) |t e R} = {t(1,1) |t € R}
a fundamentalni systém reSeni soustavy je napfiklad
{11},
(2) Soustava
zt+ 2?4223 =0
—zt 4 2?4223 =0
2! 4 32% 4 62° = 0
ma 3 nezndmé, matice soustavy mé hodnost 2, obecné feseni je
£(t) =(0,-2t,t), teR,
mnozina v8ech feSeni soustavy je

{(0,—2t,8) |t € R} = {#(0,—2,1) |t € R}
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a fundamentalni systém reSeni soustavy je naptiklad
{(0,-2,1)}.
(3) Soustava
ot -2t 4t =0
mé 3 neznamé, matice soustavy mé hodnost 1, obecné feSeni je
et t?) = (t' — 3t 1), P R,
mnozina v8ech feSeni soustavy je
{(@' =2t ) |t 2 € R} = {t1(1,1,0) — t3(=1,0,1) |t', £ € R}
a fundamentalni systém feSeni soustavy je napiiklad
{(1,1,0),(-1,0,1)}.
(4) Soustava
2t 222 =0
32! +42% =0
mé 2 neznamé, matice soustavy méa hodnost 2 a soustava ma jediné FeSeni, ¢ili obecné
feseni je
£ =1(0,0),
mnoZina vSech FeSeni soustavy je
{(0,0)}

a fundamentalni systém feSeni soustavy je ().
(5) Soustava

0z =0

mé 1 neznamou, matice soustavy ma hodnost 0, obecné FeSeni je
£t)=t, teR,

mnozina v8ech feSeni soustavy je
{t|[te R} =R

a fundamentélni systém reseni soustavy je naptiklad

{11, O

Poznamka. Je-li {{1,&,...,& } fundamentalni systém feSeni néjaké soustavy, potom
e+ 26+ + 17, L. tT e P,

je obecné feseni soustavy a
(e + 12+ + 176 |t 2t € P}

je mnozina vSech FeSeni soustavy.

Homogenni soustava rovnic k zadanému fundamentalnimu systému feSeni.
Pro libovolnou linearné nezavislou mnozinu {1, &2, ...,&.} C P" existuje homogenni
soustava linearnich rovnic takova, ze {{1,&2,...,& -} je jeji fundamentalni systém fe-
Seni. Takovych soustav, vzajemné ekvivalentnich, existuje vice. Uvedeme postup nalezeni
jedné z nich.
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Mnozina {1, &2, . . ., &} usporadanych n-tic prvka pole P ma byt fundamentélni sys-
tém FeSeni soustavy, takZze hleddme homogenni soustavu

ajrt +  ayr® +--+  apa" =0
adr' + adx*+ -+ ala" =0 resp. Ax =0

av et a4 a T =0

2 7,) mé

, .., 2" jejiz matice A = (a]

linearnich rovnic nad polem P o n neznamych z!, x
hodnost n — r. Je tedy potfeba najit vhodné koeficienty a;'-.

Jednotlivé usporadané n-tice £1,&a,...,& maji byt feSeni soustavy Ax = 0, takze
po jejich dosazeni za = dostaneme r - (n — ) homogennich rovnic o celkem n - (n — r)
neznamych aé, ie{l,....n—r}, 5 €{1,...,n}. OvSem, pro kazdé k € {1,...,r}
dosazenim &, za x dostaneme A&, = 0, coz predstavuje n — r rovnic

rai+ Gaz 4o+ Elay, =0

rai+  Gaz 4+ &ag =0

Gal T+ Eal T - F AT =0,

z nichz kazd4 ma jinych n neznamych af,...,a}, j € {1,...,n — r}, ale viechny maji
stejné koeficienty & ,i, ..., &, takze vSechny maji stejnou mnozinu vSech feSeni a staci pro
kazdé k € {1,...,r} uvazovat jen jednu rovnici

grat + &a’ + -+ Ea" =0
s neznamymi a',a?,...,a™ Dosazenim viech &1,&9,...,&, tak dostaneme homogenni

soustavu
tlat + &a® + -+ €1a" =0
&a' +&3a® + -+ ELa" =0

grat + a® + -+ Ela" =0

r linearnich rovnic o n neznamych a',a?,...,a" s matici Z, jejiz fadky jsou tvofeny
usporadanymi n-ticemi &1, &a, ..., €. Hodnost matice = je tedy rovna r, fundamentalni

A Feden? 1A o (a1 1 1 2 2 2 n—r _n—r n—r
systém FeSeni ma n—r prvka (aj,as,...,a,),(a7,a5,...,a5),...,(af" ", ay" ", ... ap")

a toto jsou fadky hledané matice A.

Pi#iklad. Necht & = (1,2,3,4),& = (4,3,2,1) € R% Najdeme homogenni soustavu
linearnich rovnic nad polem R, jejimz fundamentalnim systémem reSeni je

{61,862}

Hledame tedy soustavu Ax = 0 dvou rovnic o ¢tyfech neznamych. Sestavime soustavu
=-a=0, kde

al
(1 2 3 4 | a?
“\432 1) 7|3
(I4

[1]
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Tedy,
at +2a®> +3a®+4a* =0
4ar +3a% 4243 + ot =0.
Fundamentalni systém feSeni{ této soustavy je, napiiklad,
{(2,-3,0,1),(1,—-2,1,0)}.

Zvolime-li

A_a%a%a%a}l_Q—SOl
\a? 4} 4} 4i) \1 -2 1 0)°
dostaneme soustavu
x
2 -3 01\ |=
1 -2 10 x
x
tedy
22! — 322 +24=0
ol — 222 + 23 =0.
Potom {(1,2,3,4),(4,3,2,1)} je fundamentalni systém FeSeni této soustavy,
t1(1,2,3,4) +t2(4,3,2,1), tL,#? R,
je jeji obecné feSeni a
{t1(1,2,3,4) + t%(4,3,2,1) | t},1* € R}

je mnozina vSech feseni{ soustavy. U

3.6. Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 3.6.1. Soustava linedrnich rovnic s nenulovou pravou stranou je nehomo-
genni. Je-li Az = b nehomogenni soustava, potom Ax = 0 je homogenizovand soustava.

Priklad. (1) Soustava
et 22— 23 =1
—zl4+ 2?2+ 223=0
2zt — 22+ 23 =3
je nehomogenni.

(2) Soustava

=22 +a3=1

je nehomogenni. O

Tvrzeni 3.6.1. (1) Pokud nehomogenni soustava linedrnich rovnic md prdavé jedno te-
sent, potom homogenizovand soustava md jen nulové Tesend.

(2) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md pravé jedno feseni
prave tehdy, kdyZ homogenizovand soustava md jen nulové resent.

(8) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md pravé jedno feseni
pravé tehdy, kdyZ matice soustavy je requldrni.
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(4) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic nemd nulové fesend.

Diikaz. (1) M&-1i soustava pravé jedno feSeni, potom zadné z neznamych neni parametr
a homogenizovana soustava mé jen nulové feseni.

(2) Vyplyva z predchoziho bodu a z Gaussovy elimina¢ni metody.

(3) Vyplyvé z predchoziho bodu a z Tvrzeni [3.5.1]

(4) Ziejmé. O

Mnozina v8ech feseni nehomogenni soustavy nema vlastnosti uvedené v Tvrzeni|3.5.2
které mé& mnozina vSech feSeni homogenni soustavy. Totiz, soucet feSeni nehomogenni

------

feSeni a linearni kombinace FeSeni nehomogenni soustavy neni jeji FeSeni.

Tvrzeni 3.6.2. Necht §, je néjaké Feseni soustavy Az = b. Potom pro kaZdé reseni &
této soustavy existuje jediné reseni § homogenizované soustavy takové, Ze § = &, + &o.

Na druhou stranu, pro libovolné Teseni §y homogenizované soustavy je & = &, + &o
reSent soustavy Ax = b.

Diikaz. Bud'te &, a £ feSeni soustavy. Polozme &y = £ — ,. Potom A&y = A({ — &) =
AL — A = b—0b = 0. Tedy, & je TFeSeni homogenizované soustavy a £ = & + &.
Jednoznacnost &y je zfejma.

Je-li A& =0, pak A& = A(& + &) = A&+ Ao =b+0=0. O

Dausledek. (1) Mad-li nehomogenni soustava Tesend, potom jeji obecné Fesent je souctem
obecného FeSeni homogenizované soustavy a néjakého partikuldrniho 7eseni nehomogenni
soustavy.

(2) Je-li &, TeSent soustavy Ax = b, potom mnoZina viech TeSent této soustavy je

{& + &o | &o je Teseni homogenizované soustavy Az = 0} .

Cviceni. Rozdil libovolnych dvou feSeni nehomogenni soustavy je feSeni homogenizo-
vané soustavy. U

Piiklad. (1) Jedno z feSeni soustavy
ot —a2? =1
je (1,0). Mnozina vSech feSeni homogenizované soustavy
zt—22=0
je {(t,t) |t € R}. Mnozina vSech feSeni nehomogenni soustavy
-2 =1
je {(1,0)+ (t,t) [t e R} = {(1 + ¢, )|t € R}.
(2) Soustava
2t + 222 =0
3zl +42% =2
mé FeSeni (2, —1). MnoZina vSech FeSeni homogenizované soustavy
zt 4222 =0
3u' +42® =0
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je {(0,0)}. Mnozina v8ech feSeni nehomogenni soustavy
a2t 4222 =0
3zt + 422 =2
je {(2,-1) +(0,0)} = {(2,-1)}.

57
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4. POLYNOMY

4.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, délitelnost

Definice 4.1.1. Bud P pole, n € N, ag,...,a, € P, z ¢ P. Polynom (mnohoclen)
jedné neurcité x nad polem P je vyraz tvaru

anx™ + ap_12" 4+ a1z + a.

Zde ' jsou mocniny, nejedna se o horni indexy. Mocninu z° klademe rovnu 1 € P,
takze ag = ag-1 = apz’. Mnozinu viech polynomi neuréité x nad polem P oznadujeme
Plz].
Prvky ag,...,a, € P jsou koeficienty, a; je i-ty koeficient. Koeficient ag je absolutni
clen.

Polynom se vSemi koeficienty nulovymi je nulovy polynom a oznacujeme ho 0.

Séitance a;z' s nulovymi koeficienty a; se v zapisu polynomu obvykle neuvadi, ty
s nenulovymi koeficienty se samoziejmé uvadi a neuvedené koeficienty a; jsou tedy nulové.

Vyjadfeni ,,polynom nad polem P“ tedy znamena, Ze se jedné o ,,polynom s koeficienty
z pole P

Pi¥iklad. 62* + 02® + 322 + 1o +6 € R[z], ap =6, a1 = 1, ap = 3, a3 = 0, as = 6, pro
1>4a; =0. O

Definice 4.1.2. Polynomy f, g € P[z],
f=apz"™ +an_ 12"+ +arz + ao,
g =bmx™ 4 by 2™ b bz 4 by
se sobé& rovnaji, jestlize se rovnaji jejich piislusné koeficienty. Tedy,

f =g, jestlize a; = b; pro vSechna nezaporna cela 1.

Definice 4.1.3. Stupesi polynomu f = a,z" + a, 12" ' + -+ + a1z + ag je nejvétsi
¢islo s takové, Ze as # 0, oznacujeme ho deg f. Koeficient ag, kde s je stupen, je vedouct
koeficient polynomu f, oznacujeme ho lc f.

Pro nulovy polynom neméme definovan ani stupen ani vedouci koeficient.

Piiklad. Pro f = 62* 4+ 322+ 2 +6jedegf =4 alcf =6. O

Definice 4.1.4. Nulovy polynom a polynomy stupné 0 jsou konstantni, polynomy
stupné 1 jsou linedrni, polynomy stupné 2 jsou kvadratické, polynomy stupné 3 jsou
kubické, polynomy stupné 4 jsou bikvadratickeé.

Definice 4.1.5. Pro polynomy f,g € P[z],
f=a 2"+ ap_12""" + -+ a1z + ao,
9= bmx™ 4+ by 1™ 4 4 by + by,
oznacme p = max{n, m}. Soucet polynomu f a g je polynom f + g € P[z],

f+9="(ap+bp)a’ + (ap-1+by_1)a? "+ + (a1 + b))z + ao + bo.
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Definice 4.1.6. Soucin polynomu f,g € P[z],
f=anz" + an_12" 4+ + a1z + ao,
g =bmx™ +by_12™ - 4 bz + by,
je polynom fg € P[x],

n+m

+ (anbm—l + an—lbm)xn+m_l+

+ (agbo + a1by + agbs)z*+
+ (a1bo + agby )+
+ apbg.
Tedy, pro k € {0,1,...,n+ m} k-ty koeficient polynomu fg je
Z a;bj = apbo + ap—1b1 + - -+ a1bp_1 + agby.
itj=k
Je-li napriklad f konstantni polynom, f = ag, pak
g = aog = aobmz™ + agbm_12™ 1 + -+ + agbiz + agby.
Specialné, pokud f = —1, pak

1

f9=—9=-bna™ —bp_1a™ " —---—bixz—bo

je polynom opacny k polynomu g.

Piiklad. Pro
f =6z +32% 46, g=ax3—22> -z
je
f4+g=6z+234+2>—z+6,
fg =062 — 1225 — 32° — 62* + 323 — 122° — 6.

Tvrzeni 4.1.1. Budte f,g € P[z] nenulové. Potom
(1) fg je nenulovy polynom,
(2) deg(fg) = deg f + degg,
(3) le(fg) =lc f-lcg.

Diikaz. Budte f, g nenulové polynomy. Necht deg f = n, degg =m, lcf = a, alcg =
by Jelikoz a, # 0 a by, # 0, také a,by, # 0, viz kapitola@ Ovsem, a,by, je (n + m)-ty
koeficient soucinu fg, takze fg je nenulovy polynom. Pro k > n + m je k-ty koeficient
roven nule, takze lc fg = anby, =lc f-lcg a deg(fg) =n+m =deg f + degg.

Cvic€eni. Soucin polynomt je nulovy pravé tehdy, kdyz asponi jeden z nich je nulovy. O

Tvrzeni 4.1.2. Budte f,g,h € P[z]. Potom
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(1) f+9=g+F, (5) f-9=9-Ff,
(2) f+(g+h)=(f+g)+h, (6) f-(g-h)=(f-g)h,
(3) f+0=f, (7) f-1=f,
(4) f+(=f)=0, (8) f-(g+h)y=f-g+f-h
Diikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 4.1.3. Necht f,g,h € Plx], fg= fh a f #0. Pak g = h.

Diikaz. Jestlize fg = fh, pak f(g—h) = 0 a asponi jeden z polynomi f a g— h je nulovy.
Podle predpokladu f # 0, takze g — h =0 a g = h. O

Podobné jako v pripadé matic nebo v piipadé prvka néjakého pole je mozné definovat
inverzni polynom.

Definice 4.1.7. Budte f,g € P[z]. Polynom g je inverzni k polynomu f, jestlize
fg = gf = 1. Inverzni polynom k polynomu f znac¢ime f~!. Polynom, ke kterému
existuje polynom inverzni, je invertibilni. Mnozina vSech invertibilnich prvka P[z] nebo
P se znadi Plz|* resp. P*

Tvrzeni 4.1.4. Invertibilni polynomy jsou prdvé nenulové konstantni polynomy (tedy
polynomy stupné 0).

Diikaz. Existuje-li k polynomu f inverze f~', potom ff~! =1 a oba polynomy f, f~*
jsou nenulové. Dale deg f < deg f +deg f~! = deg(ff~!) = deg1 = 0. TakZe deg f =0
a f je tedy nenulovy konstantni polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulovy konstantni polynom, muzeme ho ztotoznit
s piislusnym prvkem pole, ke kterému diky vlastnostem pole existuje prvek inverzni
a ten zase miZeme ztotoznit s piislusnym polynomem, ktery je tedy inverzni k f. [

Nyni se budeme vénovat délitelnosti polynomu. Teorie délitelnosti polynomi a teorie
délitelnosti celych ¢isel si jsou dosti podobné.

Definice 4.1.8. Budte f,g € P|x]. Polynom ¢ déli polynom f, jestlize existuje poly-
nom h € P[z] takovy, Ze f = gh. Pak také polynom g je délitel polynomu f a polynom
f je délitelny polynomem g. Zapisujeme g | f.

Cvic€eni. Jestlize g | f a f # 0, pak degg < deg f. O
P¥iklad. (1) z | 2% — z, protoze 22 — x = x(x — 1).

(2) z nedéli 22 + 1. Aby x - h byl polynom stupné 2, h musi byt stupné 1, ale pro
jakykoliv polynom h = ajx + ag stupné 1 plati x - h = a12? + apz. U

Cviceni. (1) Ukazte, ze z — 1 | ™ — 1 pro kazdé celé n > 1.

(2) Ukazte, ze relace | je reflexivni a tranzitivni. O

Tvrzeni 4.1.5. Budte f,g,h € P[z].
(1) f1faflo.
(2) Jestlize f | g a g| h, pak f | h.
(3) Jestlize f | g a f|h, pak f|(g+h).
(4) Jestlize [ | g, pak f | (gh).
(5) Jestlize fg | fh a f#0, pak g | h.
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Diikaz. Cviceni. O

Podobné jako v piipadé celych ¢isel i v pripadé polynomil existuje déleni se zbytkem
(nebo netplné déleni).

Tvrzeni 4.1.6. Budle f,g € Px], g # 0. Pak existuje pravé jedna dvojice q,r € P[z]
takovd, Ze

(1) f=gq+r;
(ii) budr =0 nebo degr < degg.

Dikaz. Jestlize f = 0 nebo deg f < degg, dvojice ¢ = 0, r = f spliiuje podminky (i)
a (ii).

Predpokladejme, ze f # 0 a deg f > degg. Polozme ¢qo = 0 arg = f aproi € N
takova, ze r; # 0 a degr; > deg g, definujme rekurzivné
ler
lcg

ler;

. xdegri—degg’ . xdegri—degg .q.

Gi+1 = q; + Tivl =15 —

lcg
JelikoZ stupen polynomu

ler; _
71 . xdegrl degg ,g

lcg

je roven degr; a jeho vedouci koeficient je roven ler;, tak bud r;31 = 0 nebo degr;i1 <
deg r;. Proto existuje ig takové, ze bud r;, = 0 nebo degr;, < degg. Navic, f = gqo+ 1o
a je-li f = ggi + r; pro néjaké i, potom také f = ggiy+1 + 7iy1. Takze dvojice ¢ = g;,,
r = r;, spliituje podminky (i) a (ii).

Jesté je treba dokazat jednoznacnost. Necht pro dvojice ¢1,71 a go,72 jsou splnény
podminky (i) a (ii). Tedy,

f=g9a+mn f=9a+r: (1)
bud r1 = 0 nebo degry < degg bud r9 = 0 nebo degry < degg. (2)

Predpokladejme, ze ro — r1 # 0. Podle (/1))

gn +r1=ggp+r2  tedy g(g1 —gq) =r2—r1  adegg <deg(rz—r1), (3)
zatimco z vyplyva, Ze

deg(ro — 1) < degg. (4)

Na zakladé pfedpokladu ro — r1 # 0 dostavame spor, takze ro — 1y = 0, Cili r1 = ro.
Vzhledem k tomu, Ze g # 0, z g(q1 — q2) = 0 vyplyva, Ze ¢1 — g2 = 0, ¢ili ¢1 = qo. O

Definice 4.1.9. V predchozim tvrzeni q je édsteény podil (podil, je-li r = 0) polynomu
f a g (v tomto poradi) a r je piislusny zbytek.

Je ziejmé, 7ze g | f pravé tehdy, kdyZ zbytek pii (¢astecném) podilu polynomu f a g
je roven nule.

Priklad. Budte f, g € R[z],

f=a°+223+22+4 a g=a>+x+2.
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Tedy go = 0, 7o = f a polynomy q1,...,q4 arq,...,7r4 je mozné ziskat pomoci schématu
(z° + 223 +2r+4): (a2 +a+2) = 2° -2 o +l4+72

— (2 + 2t + 223) @
4 ~——

r = —2x +2x+4 a2

—(—zt — 2% - 22?) P4
| ——

rg =3 +22% +2x +4 94

—(2® + 2%+ 22)

ry = a2 +4

—(22+ r+2)
7‘4:—$+2
Cili

go =20 r0:x5—|—2x3+2x—|—4
Q= o= —zt 42 +4
g = 2° —2* Py = a3 + 222 + 22 + 4
3 =12 —2°+ux ry = a2+ 4
p=2—2*+x+1 ry=—+2

a je snadné ovéfit, Ze f = gq; + r; pro kazdé i € {0,1,2,3,4}.
JelikoZz degry =1 < 2 =degg,

3?4+ a zbytek r =ry = —x + 2.

Castecny podil g =qu = x
Tedy

f=a"+23 420 +4=gqg+r=(*4+2+2) @ -2 +2+1)+(-2+2). O

‘Deﬁnice 4.1.10. Nenulovy polynom, jehoz vedouci koeficient je 1, je normovanyj. ‘

Je-li f=apz™+ an_12" ' + -+ 4 a1z + ap nenulovy polynom s lc f = a,, # 0, pak

_ 1 _
ICf an an an

je normovany polynom. Polynomy f, f jsou z hlediska délitelnosti rovnocenné (f | f a
1.
Lemma 4.1.7. Budte f,g normované polynomy takové, Ze f | g a g| f. Potom f = g.

Diikaz. Piedpokladejme, Ze f | g a zaroven g | f. Potom existuji polynomy p,q € P|x]
tak, ze g = fpa f = g¢g. Mame f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, ¢ jsou tedy nenulové
konstantni polynomy a 1 =lcg =lc(fp) =lcf-lep=1-p=p. Takze g = fp=f. O

Relace délitelnosti mezi normovanymi polynomy je tedy navic antisymetricka, ¢ili je
to usporadéni a méame uspoirddanou mnozinu vSech normovanych polynom.
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4.2. Nejvétsi spolecny délitel

Definice 4.2.1. Budte f,g € P[x]. Polynom d € P[z] je nejvétsi spolecny délitel
polynomu f, g, jestlize

(1) d| fadlg;

(2) kdyz h € Plz], h | f a h | g, pak h | d;

(3) d je normovany.

Zapisujeme d = D(f, g).

‘Deﬁnice 4.2.2. Polynomy, jejichZ nejvétsi spole¢ny délitel je 1, jsou nesoudélné.

P#iklad. (1) D(2z,2?%) = .

(2) Polynomy x a x + 1 jsou nesoudélné. Oba polynomy jsou stupné 1, proto jejich
délitele jsou stupné bud 1 nebo 0. Linearni délitele polynomu z jsou cx, kde ¢ € P,
ale zadny z nich neni délitelem = + 1. Spole¢né délitele polynomi z a x + 1 jsou tedy
jen nenulové konstantni polynomy a jelikoZ nejvétsi spolec¢ny délitel je navic normovany,
D(z,z+1)=1.

(3) Nejvétsi spoleény délitel polynomt f = g = 0 neexistuje.

(4) Pro f#0 D(f,0) = f. O

Tvrzeni 4.2.1 (Eukleidav algoritmus). Budte f,g € Plx| nenulové polynomy. Bud
r0,T1,72,73, ... posloupnost polynomi takovd, Ze ro = f, r1 = g a jsou-li zndmy r;,ri+1,
pak riyo ziskdme neuplngm délenim polynomu r; polynomem riy1:

ri =Tip1q + rige,  budriio =0 nebo degr;yo < degriyi.
Potom existuje index N takovy, Ze ry_1 #0 ary = 0.

Diikaz. Jelikoz degg = degr; > degra > degrs > ... je klesajici posloupnost nezapor-
nych celych ¢isel, existuje N € N takové, ze ry_1 # 0 ary = 0. O

Priklad. Budte f, g € R[z],
f=a°+223+ 2244 a g=x’4+z+2.

Tedy ro = f, 71 =g auz vime, 7e f =g - (2 — 22 + 2 + 1) + (—x + 2), takze
r9 = —T + 2 a q0:x3—x2+x+1.

Délenim polynomu 71 polynomem 7o

2 . _ 8

—(2% - 27)
3z 42
—(—3z —6)
8
dostaneme

rg =8 a qQq=—-x—3.
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Délenim polynomu 7y polynomem rj3

(—z+2): (8)=-2+2
—(—x)

2
-2
0
dostaneme
r 2
=0 - 242
T4 a qo 3 + 3
V tomto pripadé tedy N = 4. O

Tvrzeni 4.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichZ aspon jeden je nenulovy, existuje
pravé jeden jejich nejvetsi spolecny délitel.

Diikaz. Budte f,g € Plz]. Je-li f #0a g =0, D(f,0) = f. Pfedpokladejme, Ze f, g jsou
nenulové, a aplikujme Eukleidiav algoritmus. Bud N € N takové, ze ry_1 Z 0 ary = 0.
Ozna¢me d = Fy_1 (normovany polynom). Ziejmé d | ry—1 a d | rn. Je-li d délitel
polynomt 7,41 a 742, pak je délitel i polynomu r; = riy1q; + riy2. Postupné tedy
dostaneme, Ze d | r; pro vSechna i € {0,..., N}, véetné d |r =gad|ro= f.

Bud h € P[x] takové, ze h | f =ro a h | g = r1. Je-li h délitel polynomut r; a riy1,
pak je délitel i polynomu r;y92 = 7; — 7;+1¢;. Takto postupné dostaneme, ze h | r; pro
v8echna i € {0,..., N}, véetné h | ry_1 = d. Tedy, d = D(f,g).

Budte d1, ds nejvétsi spolecné délitele polynomi. Podle definice nejvétsiho spole¢ného
delitele dy | dg a da | dy a jelikoZz dy, dy jsou normované, dy = da. O

Piiklad. Budte f,g € R[z],
f=a°+223+22+4 a g=z>+x+2.
Uz vime, 7e N =4 arg =38, ¢ili D(f,g9) =73 = 1. 0

Tvrzeni 4.2.3 (Bézoutova véta). Budte f,g € Plz| polynomy, z nichZ aspoti jeden je
nenulovy. Pak ezistuji polynomy u,v € Plx] takové, Ze D(f,g) = fu+ gv.

Diikaz. Ozna¢me I = {fu+ gv | u,v € Plz]}. V mnoziné I existuje normovany prvek
minimalniho stupné, oznacme jej d. Tedy, d = fu + gv pro néjaka u,v € P[z].

Po déleni se zbytkem dostaneme f = dg + r, kde bud r = 0 nebo degr < degd.
Zarovenr = f —dq = f — (fu+gv)qg = f(1 —uq) + g(—vq) € I. Kdyby r # 0, byl by to
nenulovy prvek I stupné nizsiho nez degd. Takze r = 0 a tedy d | f. Analogicky d | g.

Bud h € P[z] spole¢ny délitel f a g. Pak h je délitel i polynomu fu + gv = d. Tedy,
d=D(f,g). O

Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu lze ziskat nejen D(f, g), ale i polynomy u, v
z predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.4 (Rozsifeny Eukleidtv algoritmus). Budte f, g € P[x] nenulové polynomy.
Budte rg,71,72,...,"N—1 @ 40, q1,q2, - - ., ¢N_3 posloupnosti polynomi z Eukleidova algo-
ritmu. Budte

Uug = ]-aul = O,UQ,.. -, UN—1,

Vo :0,1)1 = 1,1}2,...,1)]\[_1,
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posloupnosti polynomd takové, Ze u; = wjr1q; + Ui+ @ V; = Vi11G; + Vigo pro vSechna

i€{0,...,N —3}. Potomry_1 = fun_1+ gun—_1 a oznacime-li
1 1
= UN—-1 a V= UN-1,
lery_1 lery—1

pak D(f,g) = fu+ gv.
Diikaz. Podle Eukleidova algoritmu a podle pfedpokladt
T():f, rn=4g, UOZL U1:0, U():O, U1:1

aproie€{0,...,N—3}

Ti = Tip1¢i + Tit2, tedy riyo =1 — 1it14i, (5)
Ui = Uit1¢s + Uiy2, tedy  wit2 = u; — Uit1G;, (6)
Vj = Vi+1Gi + Vit2, tedy vito2 = vi — Vit1Gi. (7)
Matematickou indukei ukazeme, ze r; = fu; + gv; pro vSechna i € {0,..., N — 1}. Plat{

ro=f=f-14+g-0=f up+g-vo,
rm=g=f-0+g-1=f-u1+g-v1.

Predpokladejme, ze pro néjaké k plati

ry = fup + gug, (8)
Thg1 = [Ups1 + GUk41- 9)
Potom
Tht+2 = (podle (5))
=Tk~ Tht1Qk = (podle (§), (9))
= fur + gvr — (furs1 + gurs1)qe =
= f(ug — up+19x) + 9(Vk — Vkt1Gk) = (podle (6), (@)

= fups2 + gUk42.

Takze, vztah r; = fu; + gv; plati proi = 0,7 = 1 a kdyZz plati proi =k ai =k + 1,
pak plati pro i = k + 2. Z toho vyplyva, ze plati pro kazdé i € {0,...,N — 1}. Zbytek
tvrzeni je zfejmy. O

Piiklad. Budte f,g € R[z],
f=a"+23+2e4+4 a g=z*+a+2
Uz vime, 7e D(f,g) =1, N =4,

ro = + 2% + 20 + 4 go=a"—a’ +x+1
r=a’+z+2 @ =-r-3
TQZ—.Z'+2

7‘3:8

ug =1 vg =10
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Dale
Up = U1qo + U2
1=0-q0+ u implikuje wue =1,
Vo = v1qo + V2
0=1-q9+ v2 implikuje vy = —qo = —2% + 22 — 2z — 1,
up = u2q1 + u3
0=1-q1 +us implikuje wugz = —q1 = + 3,
U] = v2q1 + U3
l=—q-qi+vs implikuje v3=1+qq = —a* —22° + 227 — 4o — 2.

Lze snadno ovéfit, Ze rg = fus + gvs, a kdyz

oz 3
2t 23 2?2 oz 1
T R R
pak D(f,g) = 1= fu+ gv. O

4.3. Ireducibilni polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilni nad polem P, jestlize je soufinem dvou nekon-
stantnich polynomi nad polem P. Polynom je ireducibilni nad polem P, jestlize neni
konstantni a neni reducibilni nad polem P.

Pro polynom z P[x] oznac¢enim reducibilni, resp. ireducibilng se mysli reducibilni nad
P, resp. ireducibilni nad P.

Je-li polynom f reducibilni a f = g - h, kde g, h jsou nekonstantni polynomy, k4 se
také, ze g- h je rozklad polynomu f na soucin polynomu g, h nebo také, ze g- h je rozklad
polynomu f na Cinitele g, h.

Piiklad. (1) Kazdy polynom stupné 1 je ireducibilni, nebot neni konstantni a soucin
dvou nekonstantnich polynomi je polynom stupné asponl 2.

(2) Polynom x? — 1 = (z — 1)(z + 1) je reducibilni nad R. Polynomy z — 1 a = + 1 jsou
ireducibilni nad R. (]

Cvic€eni. Normovany reducibilni polynom je sou¢inem normovanych nekonstantnich po-
lynomii. (]

Tvrzeni 4.3.1. Necht jsou f,g € Plx] normované polynomy, g je ireducibilni a f | g.
Potom bud f =1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilni, pak f = g.

Diikaz. Kdyz f | g, existuje h € P[x] takové, ze fh = g. Jelikoz g je ireducibilni, pravé
jeden z polynomi f, h je konstantni. Je-li normovany polynom f konstantni, pak f = 1.
Je-1i h konstantni a fh je normovany polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f ireducibilni,
pak neni konstantni, a zbyva tedy jen f = g. (]

Lemma 4.3.2. Budte g,hi,...,h, € Plz| normované ireducibilni polynomy a necht
g | hi---hy. Pak existuje index j takovy, Ze g = h;.
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Diikaz. Oznaéme d = D(g, hy). JelikoZ d | g a g je ireducibilni, podle Tvrzeni [4.3.1] bud
d = g anebo d = 1. Jestlize d = g, pak g | h1 a g = hy. Jestlize d = 1, pak Tvrzeni [4.2.3

1=gu+ hv
pro vhodné u,v € Plz]|. Vynasobime-li obé strany polynomem hg - - - h,, dostaneme
ho««-hyp =ghg---hyu+ hiho--- hyv.

Podle predpokladu g | hy - - hy, takZe prava strana je délitelné g, proto i leva strana
je deélitelna g, ¢li g | ho---hy,. Stejnym postupem ukadzeme, Ze bud g = hg anebo
g | hs- - hy. Opakovanim tohoto postupu najdeme j, 1 < j < n, takové, ze g = hj. O

Tvrzeni 4.3.3. KazZdy nekonstantni polynom je soucinem konstanty a normovanijch
ireducibilnich polynomi, pricemz vSechny cinitele jsou urceny jednoznacéné az na potads.

Diikaz. Bud f € Plx] nekonstantni polynom a ozna¢me f = ﬁ - f. Je-li f ireduci-

bilni, pak f =lc f - f. Je-li f reducibilni, pak je sou¢inem normovanych nekonstantnich
polynomu niz§iho stupné. Kazdy z téchto polynomu je také bud ireducibilni nebo re-
ducibilni, ve druhém pfipadé je opét souc¢inem normovanych nekonstantnich polynomt
nizstho stupné. Opakovanim tohoto postupu po kone¢né mnoha krocich dojdeme ke
kone¢nému poc¢tu normovanych ireducibilnich polynomi. Jejich pocet je shora omezen
stupném polynomu f a jejich souéin je roven f.

Jesté je potfeba dokazat jednoznac¢nost. Predpokladejme, Ze f = g1---gn = h1 -+ him
a vSechny ¢initele jsou normované ireducibilni polynomy. Jelikoz g1 | hy - - by, podle
piedchoziho lemmatu existuje index ¢ (1) takovy, Ze g1 = hy(1). Takze rovnost g - - - g, =
hi--- hy muZeme zkratit g1 a na obou stranéch rovnosti tedy bude o jednoho ¢&initele
méné. Obdobné dostaneme, Ze existuje index ((2) takovy, ze ga = hy(2), a postupné az
ze existuje index ¢(n) takovy, ze gn = hy(n).-

Navic, n < m, protoze jinak by gm+1---gn = 1, coZ neni mozné, kdyz vSechny g; jsou
nekonstantni polynomy. A obdobné dostaneme, Zze m < n. Takze n = m. U

P#iklad. Polynom x? + 1 je reducibilni nad polem C, protoze 2% + 1 = (x + i)(z — 7).
Tentyz polynom je ireducibilni nad polem R, protoZe jakykoliv jeho hypoteticky rozklad
2+ 1=(z+&x+n),  n € R je soutasné rozkladem nad C riznym od 22 +1 =
(x +14)(x — 1), ve sporu s jednoznacnosti rozkladu. O

Disledek. Bud f € Plx] a budte g1,...,g9m € Plx] normované ireducibilni a po dvou
Tizné, tj. g; # g; pro i # j. Jestlize glfl | f, ..., gfm | f, pak glfl---gﬁlm | f.

4.4. Koreny a jejich nasobnost

Pro f = apa"™ + ap_12" ' + - + @12 + ap € Plz] a £ € P, oznatme

J(€) = an&" + an 1" €+ ag € P

Tvrzeni 4.4.1. Pro libovolné polynomy f,g € Plz| a libovolny prvek & € P plati
(f+9)&) =) +9&), (=)&) =—f©), (f9)(&)=Ff(&)g(S).

Diikaz. Cviceni. 0

Definice 4.4.1. Prvek £ € P je kofen polynomu f € P[x], jestlize f(&) = 0.
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Tvrzeni 4.4.2. Nechl f € Plx| a { € P. Potom & je kofen polynomu f prdvé tehdy,
kdyz v — & deli f.

Diikaz. Predpokladejme, Ze £ je kofen polynomu f. Délenim f : (z — &) dostaneme

f=@—-=8&q+r, kdebud r=0nebo degr < deg(zx—¢&) =1, ¢ili degr = 0.
TakZe v obou pfipadech r je konstantni polynom a 0 = f(§) = (£ — &)q(§) +r =r. Cili
r=0,f=(x—-§qaz—¢dél f.

Predpokladejme, ze x — & déli f, tedy f = (z — §)q pro n&jaké ¢q. Potom f(&)
(& —¢€)q(&) =0, ¢ili € je kofen polynomu f.

o

Definice 4.4.2. Necht f € P[x] a £ € P. Pokud ¢ je kofen f, potom polynom x — ¢
je kofenovy cinitel polynomu f.

Definice 4.4.3. Prvek £ € P je k-ndsobny koien polynomu f € Plx], jestlize (z — &)¥
dali f, ale (x — &)+ nedali f.

Tvrzeni 4.4.3. Budle &1,...,&, € P rizné koteny polynomu f € Plx] s ndsobnostmi
po tadé ki, ..., k,. Potom

(1) (@ = &)™ - (z = &) | f;
(2) ki + -+ ky < deg f.

Diikaz. Cviceni. 0

Tvrzeni 4.4.4 (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom nad polem C md
aspom jeden koien.

VSechny znamé dikazy vyuzivaji vysledky matematické analyzy, proto zde dikaz ne-

uvadime.

Disledek. Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md rozklad na linedrni cinitele.
Kofeni se zapoctenim ndsobnosti md prdavé tolik, kolik c¢ini jeho stupern, a navzdjem
ruzniych korenid md nejvyse tolik.

Piedchozi disledek znamena, Ze pro kazdy nekonstantni polynom f = a,z"+a,_12" '+
-+ -+ a1x+ ag stupné n s komplexnimi koeficienty existuji ¢isla &1, o, . . ., &, (nemusi byt
po dvou ruznd), pro ktera plati

™ + ap_ 12" '+ tax+ag = an(z —&)(x— &) ... (x — &).

Kazdé z cisel &1, &, ..., &, je kofenem polynomu f.
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Tvrzeni 4.4.5 (Vlastnosti kofent (Viétovy vzorce)). Budte f = 2™ +ap_12" 4+ -+
a1z + ag € Clx] a &1,&, ..., &, jeho kofeny (nemusi byt vSechny rizné). Potom

o1 =—(E+ &+ &) =—D &
=1

s = €16+ 6165 -+ E16n + Eabs + -+ o -+ n1bn =

= Z &i&;
ij=1
1<)
an-3 = —(£1&283 + &1&8u + -+ 1618 + - - F En28n—16n) =
=— ) &éi

i,5,k=1
i<j<k

a1 = (=1)" (€ Eabur H €1 Euaba
&3 b )
ap = (—1)"&&2 - &n.
Diikaz. Polynom f miZeme rozlozit na sou¢in jeho kotrenovych &initeli
"4 12"t artag= (- &) (- &)

Po roznéasobeni pravé strany porovnénim koeficientti s piislusnymi koeficienty na levé
strané ziskdme uvedené vztahy. U

Piriklad. Kofeny polynomu 22 — 5z + 6 jsou 2 a 3 a
a) = *(2+3) = *5,
ap = (—1)-2-3=6. O

4.5. Polynomy s redlnymi koeficienty
Komplexni éisla

Komplexni ¢islo v algebraickém tvaru je ¢islo a + bi, kde a, b jsou redlna ¢isla a i je
imagindrni jednotka, Gili i2 = —1.
Komplexni ¢isla z1 = a + bi, zo = ¢+ di se rovnaji pravé tehdy, kdyz a = ca b=d.
Pro z1 =a+bi, 29 =c+ di
214+ 22 = (a+bi) + (c+ di) = (a+c) + (b+ d)i,
21— 22 = (a+bi) — (c+ di) = (a —¢) + (b— d)i,
2129 = (a +bi) - (¢ + di) = (ac + bdi?) + adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i,

pro zo # 0
21 a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc —ad)i
z c+di  (c+di)(c—di) c + d? '

Cislo komplexné sdruZené k ¢islu z = a + bi je &islo a — bi a oznacujeme jej z*

Cvic¢eni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi
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(1)

(2) z = z* pravé tehdy, kdyz z je realné ¢islo,

(3) z + 2" = 2a, tedy realné ¢islo,

(4) 22* = a® + b2, tedy realné cislo. O

Cviceni. Pro komplexni ¢isla z1, 29

* *
z z
(Zl + 22)* = ZT + Z;, (2122)* = ZTZ;’ <1> — 71 0

CvicCeni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi
(z — 2)(z — 2%) = 2° — 2ax + a® + b*

je polynom s realnymi koeficienty a pokud z ¢ R, ¢ili b # 0, potom diskriminant tohoto
polynomu je zaporny. O

Absolutni hodnota komplexniho &isla z = a + bi je

|z = Va2 +b? = Vzz*

Polynomy s realnymi koeficienty

Tvrzeni 4.5.1. Je-li £ € C kofenem polynomu s redlngmi koeficienty, potom £* € C je
také korenem tohoto polynomu, a to stejné ndsobnosti.

Diikaz. Necht f = ap,a™ + ap_12"" 1 + -+ a12 + ag je polynom s realnymi koeficienty
a & € C je jeho kofen, ¢ili f(£) = 0. Potom

FE) =an(E)" +an 1 () -+ a1 +ag = (a =a" pro a € R)
= ap(E)" +ap ()T - e Fag = (a*0* = (ab)”)
(@) (€ e (@) Fay= (@ 4D = (a4 D))
= (an€" + a1 &+ € +ag)t =
= f(§)"=0"=0.

Na druhou stranu, pokud £* je kofen polynomu f, potom z pravé dokédzaného vyplyva,
7e & = (£%)* je také kofen.
Takze, je-li £ = a + bi kofen f, potom £* = a — b je také koten f a
f=@=8@—E&)h
Diky tomu, Ze £ + £* = 2a a £€* = a? + b? jsou realna disla,
(@=&@=g) =2 - (§+ &)+ &8
je polynom s realnymi koeficienty, a proto h je také polynom s redlnymi koeficienty.
Proto, je-li £ k-nésobny kofen f,
f=(@-9"az-€ry,
kde g je polynom s redlnymi koeficienty, jehoZ kofenem nejsou ani £ ani £*, takze £* je
také k-nésobny kofen f. O

Rozklad normovaného polynomu f s realnymi koeficienty na ireducibilni ¢initele nad
C tedy obsahuje linearni ¢initele z — a; s redlnymi kofeny «; a dvojice linearnich ¢initelu
z —¢&j, ¢ — & s dvojicemi komplexné sdruzenych korent &j, £5:
f=—a)" - (z—a)r (@ = &) (z =) - (2 = &)™ (x — )"
Takze deg f =11+ -+ 1, +2(k1 + - - + k).
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Pokud roznasobime vSechny dvojice (z — §;), (¥ — £7), dostaneme rozklad polynomu
f na ireducibilni ¢initele nad R, ktery obsahuje linearni Cinitele z — a; a kvadratické
¢initele 22 — (&5 + &)z + &;&; se zdpornymi diskriminanty:

f=(@—a) (o)l (@® = (& +E) T+ &M - (2 — (€ + €+ &80k

Cvi€eni. (1) Kazdy polynom s readlnymi koeficienty lichého stupné méa aspon jeden
realny koren.
(2) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné vétsiho neZ 2 je reducibilni nad R. O

Cviéeni. Rozlozte polynom z* + 1 na ireducibilni ¢initele nad C a nad R. U
Pro polynomy, jejichz koeficienty jsou celé ¢isla, navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.5.2. Budte f = a,a2™ + ap_ 12" + - 4+ a1z + ag polynom s celociselnymi

koeficienty a p,q nesoudélnd celd c¢isla. Jestlize g je kofenem polynomu f, potom ag je
délitelné p a a, je délitelné q.

Diikaz. Predpokladejme, Ze % je kofenem polynomu f, tedy
f(g) = an(%)n + an—l(g)n_l +ot alg +ao = 0.

Vhodnymi upravami lze ziskat uvedené vlastnosti. Cviceni. O

Disledek. Celociselné koteny polynomu s celociselnymi koeficienty jsou délitele abso-
lutniho clenu.

4.6. Derivace

Definice 4.6.1. Bud
f=anz" 4 ap_ 12" + -+ ayz + ap € Clz].
Polynom

' =napz™ ' + (n — l)an_lx"_Q + - +a; € Clx]

je deriwace polynomu f.

Tvrzeni 4.6.1. (1) (f+g) = f'+¢,

(2) (f9)'="fg+fd,

(3) (f*) =kf='f"

Dikaz. Cviceni. U

Tvrzeni 4.6.2. Necht k > 2, f € C[z] je polynom a & € C je jeho k-ndsobny koren.
Potom

(1) € je (k — 1)-ndsobny koten f,

(2) € je (k — 1)-ndsobny kofen nejvétsiho spolecného délitele D(f, f').
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Diikaz. (1) Piedpokladejme, Ze ¢ je k-nasobny kofen polynomu f, &li (z — &)* dali f
a (x — &)1 nedéli f. Pro né&jaky polynom ¢ tedy f = (x — €)*q. Potom

f=k(z - g+ (- = (x — " kg + (z — ).

Takze, (z — &)1 deli f/. Kdyby (z — €)* délilo f’, potom = — ¢ by délilo kq + (z — £)¢’
a vzhledem k tomu, ze x — £ déli (z — &)¢/, muselo by = — & délit také kq, tedy i q.
V takovém piipadé (z — €)**1 by délilo f, coz je spor s predpokladem.

(2) (z — &F 1 je delitel f i f', takze (z — &)1 | D(f, f'). Kdyby (xz — £€)* délilo
D(f, f), pak by (z — €)* | f’ ve sporu s piedchozim bodem. O

Tvrzeni 4.6.3. Budle f € Clz] a £ € C jeho kofen. Potom & je 1-ndsobny koten
polynomu

f
—— € Clz].
o(f. ) <
Diikaz. Necht € je k-nasobny kofen polynomu f, tedy f = (z—£&)¥q, ale (z —€)¥*! nedali
f, ¢ili z — & nedéli ¢. Podle piedchoziho tvrzeni D(f, f') = (x — &)*~1r. Takze

DU P = (z — §)g a jelikoz x — £ nedéli ¢, nedéli ani g O

Disledek. Bud f € Clx].

(1) Mnozina vSech koveni polynomu f/D(f, f') je rovna mnoZiné vsech kovreni po-
lynomu f.
(2) Vsechny kofeny polynomu f/D(f, f') jsou 1-ndsobné.

Diikaz. Cviceni. 0

4.7. Hornerovo schéma
Bud f € Plz] a £ € P. Podle Tvrzeni existuje pravé jedna dvojice polynomu
q,r € Plx] takova, ze

(i) f=(@—=8q+r;
(ii) bud 7 = 0 nebo degr < deg(zx — &) = 1.

Takze r je konstantni polynom a f(§) = r.
Je-li f konstantni polynom, potom ¢ = 0 a r = f. Je-li deg f > 1, potom degq =
deg f —1. Necht deg f=n>1a

f=apz" +an_ 12"+ + apz® + a1z + ao
q="Dbp_ 12"+ by 0z % 4 £ byx? + bz + bo.
Potom,
anx” + ap_12" 4 gz + a1z + ag =
= (2= &) (bn12™ M by o™ E 4 box? F by bg) + 7 =
= bp 12" + (by_g — Ebp_ 1)z L 4 - (b1 — Eb2)a? + (bo — by + (1 — Eby).

Kdyz se polynomy vzajemné rovnaji, rovnaji se jejich koeficienty u stejnych mocnin neur-
¢ité x. Diky tomu dostaneme soustavu linedrnich rovnic s neznamymi b,,_1,...,b1, bg, 7,
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jejiz feSeni lze snadno vyjadrit pomoci ay,,...,a1,a9 a &.
an = bp_1 = bp—1=an
ap—1 = bp—9 —&bn—1 = bp—2=an_1+&bp_1
ap—2 = bp—3 — Ebp—2 = bn—3 = apn—2 + Ebp—2
az = by — &by = b1 = az + &be
ar =bo —&h = bo = a1 +&h
aoz’l”—fb() = r:a0+§b0
Tedy,
bp_1=an

bp—2=an_1+&ay
bn—3 =ap—2+ g(an—l + gan)

by =az +&(az +&(as + -+ lan—2 +E&(an—1 +&an)) -+ -))
bo = a1 +&(az +&(az + -+ (an—2 +E&(an—1 +&an)) -~ -))
r=ag+&(ar+&(az + -+ &(an—2 + (a1 + &an)) - ).

Pro vypocet je praktické uspotfadat si koeficienty, jak znamé a,,...,a1,aq, &, tak hle-
dané b,_1,...,b1,bo,r, do tabulky (schématu) tak, ze v prvnim fadku jsou koeficienty
polynomu f, do druhého rfadku postupné piSeme £-nasobky vypoditanych koeficientt po-
lynomu ¢ a do tfetiho fadku napiSeme £ a potom postupné sou¢ty hodnot v piislusnych
sloupcich v prvnich dvou fadcich, tedy koeficienty polynomu ¢ a také hodnotu r = f(§).

Qnp ap—1 ap—2 a2 ai ago
Ebp—1 Ebp—2 1323 £by Ebo

§l an |ap_1+E&n-1|an—2+Ebyp 2 ag + &by | ag + Ebo | aop + Ebo
= bp—1 =bp_2 =bp—3 =by = by =r

Takto 1ze tedy spocitat ¢asteény podil ¢ a zbytek r pii déleni polynomu f polynomem

x — &, ¢ili také f(§) = r, a ovéTit tak, napiiklad, zda £ je kofenem polynomu f.

& a k prevodu ¢isla z nedesitkové do desitkové soustavy.

Navic, Hornerovo schéma lze pouZzit pro nalezeni hodnot derivaci polynomu f v bodé
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5. GRUPY

5.1. Binarni operace

‘Deﬁnice 5.1.1. Bindrni operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X ‘

Jedn4 se tedy o zobrazeni, které kazdé usporadané dvojici prvka z X pfifazuje né-
jaky prvek z X. Binarni operace se ¢asto oznacuji symboly %, +, -, 0 a hodnota takového
zobrazeni ozna¢eného napiiklad * v bodé (z,y) se oznacuje x * y (misto *(z,y)).

Priklad. (1) Bud Ny = {0,1,2,...} mnoZina vSech celych nezapornych ¢isel. Zobrazeni

+: Ny x Ng — Ny, které usporadané dvojici (z,y) € Ny x Ny celych nezédpornych ¢isel

prifadi jejich soucet z 4+ y € Np, je binarni operace na N.

(2) Soucet a sou¢in na mnozinach Ny, Z,Q, R, C.

(3) Na mnoziné R? vech usporadanych dvojic realnych Gisel binarni operace s¢itani:
(71, 72) + (Y1,92) = (21 + Y1, 702 + ¥2).

(4) Na kone¢né mnoziné lze zadat binarni operaci tabulkou. Napfiklad, necht X =
{0,1,2} a binarni operace + na X je zadana takto

+10 1 2

(1) (1) ; (2) tedy napiiklad 1 4+ 2 = 0.
212 0 1
(5) Mnozina M, «n,(P) matic stejného typu s operaci soucet matic.
(6) Mnozina M,,(P) ¢tvercovych matic stejného typu s operaci sou¢in matic.
(7) Mnozina P|x] v8ech polynomu s operaci sou¢et nebo soucin polynomii.
(8) Mnozina XX viech zobrazeni X — X s operaci o skladani zobrazeni.
(9) Bud X mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Sjedno-
ceni, prunik a symetricky rozdil mnozin jsou binarni operace na mnoziné P(X). O

Definice 5.1.2. Bindrni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé
x,y,z € X plati

T (yxz) = (Tr*y)*z.

Mizeme tedy psat bez zavorek x x y * z.

Definice 5.1.3. Binarn{ operace * na mnoziné X je komutativni, jestlize pro kazdé
xz,y € X plati

TkY =1y *xT.

Priklad. (1) Soucet a soudin na mnozinach Ny, Z,Q, R, C jsou asociativni i komuta-
tivni.

2) Soucet na mnoziné R? je asociativni i komutativni.

—

) Soucet matic na mnoziné M, (P) je asociativni i komutativni.
) Souéin matic na mnoziné M,,(P) je asociativni, ale neni komutativni.
) Soucet a soudin polynomii na mnoziné P[x] jsou asociativni i komutativni.

Skladani zobrazeni na mnoziné X% je asociativni. Komutativni je pravé tehdy, kdyz
je jednoprvkova mnozina (cviceni).

SICIGICES
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(7) Sjednoceni, prinik a symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) jsou asociativni
i komutativni. O

Definice 5.1.4. Bud * binarni operace na mnoziné X. Prvek e € X je neutrdlni prvek
operace *, jestlize pro kazdy prvek z € X plati

rT*e=Tr=exx.

Tvrzeni 5.1.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

Drikaz. Jsou-li ep, eo neutralni prvky operace *, pak es = e; * e2 = e3. O

Piiklad. (1) Neutralni prvek operace soucet na mnozinach Ny, Z, Q,R, C je 0.
)
)
) Neutralni prvek operace soucet matic na mnoziné M., x,(P) je nulova matice pii-
slusného typu, tedy Oy xn.

(2) Neutralni prvek operace sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 1.
(3) Neutralni prvek operace soucet na mnoziné R? je (0,0).
(4

(5) Neutralni prvek operace sou¢in matic na mnoziné M, (P) je jednotkova matice
prislusného typu, tedy E,.

6) Neutralni prvek operace soucet polynomu na mnoziné P[z] je polynom 0.

7) Neutralni prvek operace sou¢in polynomi na mnoziné P[z] je polynom 1.

8) Neutralni prvek operace skladani zobrazeni na mnoziné X je identita idx.

Ne)

) Neutraln{ prvek operace sjednoceni mnozin na mnoziné P(X) je (.

10) Neutralni prvek operace prunik mnozin na mnoziné P(X) je X.

(
(
(
(
(
(

11) Neutralni prvek operace symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) je (. O

Definice 5.1.5. Bud * binarni operace na mnoziné X, e € X jeji neutralni prvek.
Prvek x € X je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, ze

TxY=yYy*x =e.

Potom y je inverzni prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci .

Tvrzeni 5.1.2. KaZdyj prvek mnoZiny s asociativni bindrni operaci md vzhledem k této
operaci nejvyse jeden inverzni prvek.

Diikaz. Je-li e neutralni prvek operace * a jsou-li y1, 32 inverzni prvky k prvku x, pak

y1=yrxe=yp*x (rxys) = (Y1 * ) *x y2 = e * Y2 = Yo. O

Inverzni prvek k prvku z se obvykle zna¢i 2~ L. Pouze u operace + se znadi —z a iika
se mu opacny.

Cviceni. Pfimo z definice inverzniho prvku vyplyva, Ze

el=e a (@ H =z O

Piiklad. (1) Inverzni prvek k ¢islu x vzhledem k operaci souc¢et na mnozinach Ny, Z,
Q, R, C je ¢islo opa¢né —z (pokud v prislusné mnoziné existuje).

(2) Inverzni prvek k ¢islu x vzhledem k operaci sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je
pievracena hodnota ! (pokud v piislugné mnoziné existuje).

(3) Inverzni prvek k dvojici (z,y) € R? vzhledem k operaci souéet je (—z, —y).
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(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci sou¢et matic na mnoziné M, x, (P)
je opacnéa matice —A.

(5) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci sou¢in matic na mnoziné M, (P) je
inverzni matice A=! (je-li A invertibilni).

(6) Inverzni prvek k zobrazeni f: X — X vzhledem k operaci skladani zobrazeni na
mnoziné XX je inverzni zobrazeni f~!, pokud toto inverzni zobrazeni existuje.

(7) Inverzni prvek k mnoziné Y € P(X) vzhledem k operaci symetricky rozdil mnozin
na mnoziné P(X) je Y. O

Priklad. Na mnoziné {0, 1,2} mé&me binarni operaci * zadanou tabulkou

Neutralni prvek operace * je 0 a
1x2=2%x1=0 a 2x2=0.

Cilila?2 jsou inverzni prvky k 2. Podle Tvrzeni to znamena, Ze operace x neni
asociativni. A skutecné&, napiiklad,

(I1%1)*2=2%2=0 zatimco 1% (1%x2)=1x%0=1. O

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. MnoZina G s binarni operaci x: G X G — G je grupa, jestlize
(1) operace * je asociativni,
(2) v mnoziné G je neutralni prvek operace *,
(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhledem
k operaci *.

Je-li navic operace * komutativni, grupa G je také komutativni.

Grupa G s binarni operaci *, neutralnim prvkem e a ozna¢enim inverzniho prvku !
se nékdy zapisuje (G, *, e, ~1), nékdy jen (G, *) a je-li z kontextu ziejmé, o jakou operaci
se jedna, nékdy se hovofi jen o grupé G.

Grupa s binarni operaci oznacenou + se nazyva aditivni (pouziva se pouze u komu-
tativnich grup). Grupa s binarni operaci oznacenou - se nazyva multiplikationi.

Ozna¢me Q" = Q \ {0} a obdobné v pfipadech R*, C*,

Priklad. (1) Mnozina Z s operaci soucet je grupa. Stejné tak Q, R, C.
2
3
4

Mnozina Ny s operaci soucet neni grupa.
Mnozina Q* s operaci soudin je grupa. Stejné tak R*, C*, Ry (kladna realna ¢isla).

Mnozina Z \ {0} s operaci sou¢in neni grupa. Stejné tak Q, R, C.

(=)

MnozZina M, x,(P) s operaci soucet je grupa.
7

8) Mnozina GLy(P) invertibilnich matic typu n x n s operaci soucin je grupa (nazyva
se obecnd linedrni grupa).

Mnozina M,,(P) s operaci sou¢in neni grupa.

e e e
ot

)
)
)
) MnoZina R? s operaci soucet je grupa.
)
)
)
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(9) Mnozina XX s operaci skladani zobrazeni neni grupa.

(10) Mnozina vsech bijektivnich zobrazeni X — X s operaci skladani je grupa. O

Tvrzeni 5.2.1. Bud (G,*,e, ') grupa. Pak pro libovolnd z,y € G plati:

1 1

(1) Jestlize xxy=e, paky=a"", x =y "

(2) (wxy) =yl xa L

Diikaz. (1) Jestlize x*y = e, pak y = exy = 2 ' *x*y = 7' xe = 271 Podobné druh4
rovnost (cviceni).

(2) Plyne z rovnosti z * y * y~!

sz l=ca (1) O

Poznamka. Bez predpokladu existence inverze ke kazdému prvku nejde o grupu a impli-
kace v bodé (1) v Tvrzeni nemusi platit, viz nasledujici ptiklad (1), ale v nékterych
pripadech i pfesto plati, viz nasledujici priklad (2).

Piiklad. (1) Ozna¢me I = [0, 1] a m&me mnozinu I’ viech zobrazeni I — I s operaci
skladani a neutralnim prvkem id;. Necht f, g € I jsou takova, Ze

_f 2z proz€|0,3], 1
f(x)—{ 1 proxe[%,l], g(:lt)—2m prox € 1.

Potom sice f o g =idy, ale

T prozx € O,l, 1 L
(gof)(ﬂC):{ 1 proxeh,ﬂ, a f1 g ! neexistuji.

(2) Mnozina M,,(P) s operaci soucin sice neni grupa, piesto pro libovolné dvé matice
z

no7
M, (P) bod (1) v Tvrzeni plati, viz Tvrzeni [1.4.3] O

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. Bud (X, *,e, " !) grupa, bud Y C X podmnozina takova, Ze
(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y1 xy2 € Y;
(2) ecY;
(3) jestlize y € Y, pak y~1 € Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nékdy fika uzavrenost mnoZiny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavienost mnoziny vzhledem k inverzi.

Je-li Y podgrupa grupy (X, x,e, ~!) a je-li *y ztiZeni operace * na podmnozinu Y x Y,
pak (Y, *y,e, 7!) je grupa. Zuzeni operace na podmnozinu se obvykle znaéi stejné jako
puvodni operace.

P¥iklad. (1) Kazda grupa (X, *,e, ~!) ma podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se nazy-
vaji trividln? podgrupy.

(2) Aditivni podgrupy (Z,+,0,—) C (Q,+,0,—) € (R,+,0,—) C (C,+,0,—).

(3) Multiplikativni podgrupy (Q*-,1,71) C (R* -, 1,71) C (C*-, 1,7 1).

(4) Mnozina {—1, 1} je podgrupa multiplikativni grupy R*.
(5)
(6)

Mnozina {z € C||z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C*
Mnozina {(z,2z) € R? |z € R} je podgrupa grupy R? s operaci soucet.
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(7) Mnoziny {(z,1) € R? |z € R} a {(z,y) € R?|z,y € R,22+y? < 1} nejsou podgrupy
grupy R? s operaci soucet. ]

Tvrzeni 5.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.
(2) Budte X grupa a'Y,Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.

Diikaz. Cviceni. O

Cviceni. Pokud prunik prazdného systému podmnoZin mnoziny X je mnozina X, potom
prunik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. O

5.4. Podgrupy aditivni grupy 7Z

Najdeme v8echny podgrupy aditivni grupy Z = (Z,+,0, —). Pro celé nezaporné ¢islo
m € Ny ozna¢me

mZ={mk|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}.

Tvrzeni 5.4.1. Mnoziny mZ, m € Ny, jsou podgrupy aditivni grupy Z o jiné podgrupy
v Z nejsou.

Diikaz. Bud m € Ny libovolné. UkaZzeme, Ze mZ je podgrupa. Pro libovolné mk, ml €
mZ plati mk+ml = m(k+1) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ vzhledem
ke s¢itdni. Mnozina mZ obsahuje neutralni prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné
mk € mZ plati —(mk) = m(—k) € mZ, ¢imz je dokdzéna uzavienost mnoZiny mZ
vzhledem k inverzi (opa¢nym prvkam).

Bud B C Z libovolna podgrupa grupy Z. UkaZeme, 7e B je rovna nékteré podgrupé
mZ. Jelikoz B je podgrupa, obsahuje neutralni prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z
(m = 0). Pfedpokladejme, ze B # {0}, tedy existuje nenulové ¢islo b € B. Navic existuje
kladné ¢islo by € B, bud by = b, nebo by = —b (—b € B, protoze B je podgrupa).
Oznatme m nejmensi kladné ¢islo v B (v kazdé neprazdné mnoziné kladnych celych
¢isel existuje nejmensi ¢islo).

Dokazeme, ze toto ¢islo m je hledané &islo, pro néz B = mZ. Nejdiive ukazeme,
ze mZ C B. Jiz vime, ze 0 € B a m € B. Predpoklddejme, Ze mk € B. Potom
im(k+1) = mk+m € B a diky matematické indukci dostavame, ze mk € B pro kazdé
k € N. A potom i inverzni prvky —mk lezi v B, a tim je ukizéno, Ze vSechny prvky
mnoziny m# lezi v B.

Zbyva dokazat, ze B C mZ. Bud b € B libovolné a predpokladejme, ze b ¢ mZ. Pak
existuji q,r € Z takova, ze

b=mqg+r a 0<r<m.

Tedy, r = b—mq = b+m(—q) je kladny prvek B, mensi nez m, coz je v rozporu s definici
prvku m. Proto b € mZ. O

5.5. Faktorové grupy

‘Deﬁnice 5.5.1. Relace na mnoziné X je podmnozina kartézského souc¢inu X x X.

Je-li p relace, misto ,,(z,y) je v relaci p* se obvykle fika ,,x je v relaci p s ¥y a misto
(z,y) € p se obvykle pise z p y.
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Definice 5.5.2. Relace p na mnoziné X je relace ekvivalence, jestlize je
(1) reflexivni, tj. = p z pro kazdé x € X,
(2) symetricka, tj. x p y implikuje y p x,
(3) tranzitivni, tj. z py, y p z implikuje x p z.

Definice 5.5.3. Budte = relace ekvivalence na mnoziné X a z,y € X. Jestlize z = v,
potom x je ekvivalentni y vzhledem k =. Mnozina

{yeX|z=y}
vSech prvka ekvivalentnich prvku x je tfida ekvivalence piislusnd x vzhledem k =,
oznacujeme ji [z]= nebo jen [z], je-li zfejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedna, tedy

[z]l= ={y e X[z =y}

Definice 5.5.4. Bud = relace ekvivalence na mnoziné X. MnoZina

{[z]l=]z € X}
vSech pifslusnych t¥id ekvivalence je faktorovd mnoZina vzhledem k =, oznacujeme ji
X= nebo jen X, je-li zfejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedna, tedy

Xo = {[z]=|z € X}.

Poznamenejme, Ze X je rozklad mnoZiny X, to znamené, Ze mnoZiny [x] jsou ne-
prazdné, po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je X.

Definice 5.5.5. Bud'te X mnoZina s binarni operaci * a = relace ekvivalence na mno-
zind X. Relace = je kongruence na X s x, jestlize plati podminka kompatibility, ¢ili
implikace

jestlize x1 = 19 a Y1 = Y2, pak x1 * y1 = x2 * Yo,
nebo ekvivalentné

jestlize [z1] = [22] a [y1] = [y2], pak [z1 * y1] = [z2 * yal.

Tvrzeni 5.5.1. Budte = kongruence na mnoZiné s asociativni bindrni operaci a x,vy
invertibilni proky. Pak plati implikace

jestlize x =y, pakz ' =yt
nebo ekvivalentné zapsdno

jestlize [x] = ly], pak [z71] = [y™'].
1z podminky kompatibility dosta-
LyysaLtedyy ' =21 O

Diikaz. Necht x = y. Jelikoz 2 ' =atay =y~

nemer*xz '=yxz Ltedye=yxaxLay lxe=y"

Priklad. (1) Méjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou pfedpisem: x = y pravé
tehdy, kdyZ z, i jsou obé& sudé nebo obé lich4, tedy Z = {[0], [1]}. Potom = je kongruence
na Z s +, protoze soucet jakychkoliv sudych ¢isel je sudé éislo, soucet jakychkoliv dvou
lichych ¢isel je sudé ¢islo a soucet jakéhokoliv sudého ¢isla a jakéhokoliv lichého ¢isla je
liché ¢islo.
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(2) Mg&jme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou predpisem: x = y pravé tehdy, kdyz
x,y jsou ob& zaporna nebo obé kladna nebo obé nulova, tedy Z = {[—1], [0], [1]}. Potom
= je relace ekvivalence, plati implikace

jestlize x =y, pak —x = —y,
ale existuji x1,x2, Y1,y € Z takova, ze x1 = x9 a y1 = yo, ale x1 + y1 Z x2 + ¥yo. Gili =
nespliuje podminku kompatibility a neni to tedy kongruence na Z s +.
(3) Mé&jme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou piedpisem: x = y pravé tehdy,

kdyZ z,y jsou ob& zaporna nebo ob& nezaporna, tedy Z = {[—1], [0]}. Potom = je relace
ekvivalence, ale existuji z,y € Z takova, ze x = y, ale —x Z —y. Podle Tvrzeni =

neni kongruence na Z s +, a nespliuje tedy podminku kompatibility. U
Mame-li kongruenci a t¥idy [z], [y], pak diky podmince kompatibility tfida [z * y] je
jednozna¢né urcena t¥idami [:U], [y], ¢ili nezavisi na konkrétnim vybéru jejich prvka x,y

(reprezentanti). Na mnoziné X tedy mizeme zavést binarni operaci * predpisem

[z]%[y] = [z * y]. (10)

Priklad. M&me grupu (Z,+,0,—) a na ni kongruenci danou piedpisem: z = y pravé
tehdy, kdyz x,y jsou obé suda nebo obg licha, tedy Z = {[0], [1]}.
Na Z mame binarni operaci + definovanou predpisem (10), tedy [z]+[y] = [z + y].

TakZze
[0]+[0] = [0+ 0] = [2 + 6] = [8 + (—14)] = [0],
0]+[1] = [0+ 1] =[2+7] = [(=6) + 11] = [1],
[1]+[0] = [1+0] = [7+ 6] = [17+ (=2)] = [1],
M+[1]=[1+1]=[3+13] =[(-=7) + 5] = [0]. O

Tvrzeni 5.5.2. Méime kongruenci na mnoZiné X s bindrni operact . Bud % bindrni
operace na X definovand piedpisem @) Potom
(i) je-li x asociativni, pak * je asociativni;
(i1) je-li e neutrdlni prvek x, pak [e] je neutrdlni prvek %;
(i4i) je-li x~ inverze k x vzhledem k x, pak [v7'] je inverze k [z] vzhledem k %;
(iv) je-li x komutationi, pak * je komutationi.

Diikaz. (i) JestliZe * je asociativni, potom pro libovolné t¥idy [z], [y], [2] € X plati

takze % je asociativni. )
(ii) JestliZe e je neutralni prvek oparace %, potom pro libovolnou t¥idu [z] € X plati

takZe [e] je neutralni prvek operace *.
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(iii) Jestlize 27! je inverzni prvek k = vzhledem k *, pak
)3z = [z x 27" = [e],
o™ ¥ [z] = [27 x 2] = [e],

takze [x7!] je inverzni prvek k [z] vzhledem k operaci *.
(iv) Z je ziejmé, Ze je-li * komutativni, pak 1 * je komutativni. O

Disledek. Pro kaZdou (komutativni) grupu a kaZdou kongruenci na této grupé prislusnd
faktorovd mnoZina s operaci definovanou predpisem @) je (komutationi) grupa.

Diikaz. Tvrzeni je jednoduchym diisledkem predchoziho tvrzeni. U

Jelikoz kaidy prvek mnoiiny s asociativni operaci méa nejvyse jeden inverzni prvek, viz
Tvrzeni nebo Tvrzeni t¥ida [z71] je v takovém piipadé jednoznacné uréena
tf¥idou [;U], 0111 nezavisi na konkretmm vybéru jejtho prvku z, a proto je korektni ji
oznadovat [z]~L

Definice 5.5.6. Faktorova mnozina s operaci definovanou predpisem z predcho-
ziho Dusledku je faktorovd grupa.

Priklad. M&jme grupu (Z,+,0,—) a na ni kongruenci danou pfedpisem: z = y pravé

tehdy, kdyZ z,y jsou obé& suda nebo obé licha, tedy 7. = {[0], [1]}.
Na Z méme asociativni binarni operaci +: [x]+[y] = [« + y], neutralni prvek operace
+ je [0] a opa¢ny prvek —[z] k prvku [z] je [—z], ¢ili —[0] = [0], —[1] = [-1]=[1]. O

5.6. Zbytkové tridy
Méjme aditivni grupu (Z,+,0,—) a bud m libovolné piirozené (kladné celé) &islo.
Definujme relaci =,, na Z piedpisem:
T =, y prave tehdy, kdyz x — y je celo¢iselny nasobek &isla m
(¢ili m | (z — y) a existuje tedy k € Z takové, ze x —y = km a x = y + km).

Potom =,, je relace ekvivalence (cviceni), prislugné tiidy ekvivalence [i]=, se znaci
[i]m a

[~ 2]m—{ 2+km|ke€Zy={..,~2—2m,~2—m,~2,~2+m,~2+2m,...},
[~ ={-1+km|keZ}={..,~1—2m,~1—m,~1,-14+m,—1+2m,...},
0], = {km|keZ} ={...,—2m, —m,O,m,Qm,...},
[1]m—{1—i—km|k€Z}—{ —2m,1—m,1,1+m,1+42m,...},
2m={2+km|keZ)}={...,2—-2m,2—m,2,2+m,2+2m,...},

[ilm={i+km|keZ}={...,i—2m,i —m,i,i+m,i+2m,...},

Proi € {0,...,m—1} tfida ekvivalence [i],, obsahuje pravé ta cela ¢isla, po jejichz celo-
¢iselném déleni ¢islem m &islo i je zbytek. Tiidam [i),,, kde i € {0,...,m — 1}, se proto
tika zbytkové tridy. Pri déleni ¢islem m vSechny mozné zbytky jsou pravé 0,1,...,m—1,
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takze kazdé celé ¢islo lezi v pravé jedné ze zbytkovych tfid [0]m, [1]m,-- ., [m — 1]m.
Piislusna faktorovd mnozina Z=,, se zna¢i Z,,, tedy

Lo = {[0ms Loy - -, [m — L] }-

Ovétime, zda =,, je kongruence na aditivni grupé Z, ¢ili podminku kompatibility.
Predpokladejme, Ze [z1]m = [T2]m & [Y1]m = [y2)m. To znamena, ze xo € [x1]m a y2 €
[Y1]m, €ili £ = 21+ km, yo = y1 + Im pro vhodné k,l € Z. Potom x5 + yo = x1 + km +
yi+im=x1+y1 + (k+1)m € [x1 + y1]m, a tedy [z1 + y1|m = [x2 + y2]m-

Na mnoziné Z,, tedy mame binarni operaci + (znaci se obvykle stejné jako ptuvodni
operace) podle ({10])

[Z]m + [Ylm = [z + ylm

a piislusna faktorova grupa (Z,,+,[0]m, —) je komutativni aditivni grupa zbytkovych
trid modulo m.

Na mnoziné Z uvazujme operaci -, kterd je asociativni a ma neutralni prvek 1. Ovéfime
podminku kompatibility pro operaci -.

Predpokladejme, Ze [x1]m = [T2]m & [Y1]m = [y2]m. To znamena, ze o = 1 + km,
y2 = y1 +Im pro vhodné k,l € Z. Potom x3 -y = (x1 +km) - (y1 +1m) = 191 + (ky1 +
lx1 + klm)m € [x1y1]m, a tedy [21Y1]m = [T2y2]m.

Na Z,, tedy mame i binarni operaci - podle

(] - [Ylm = [ - Y]m-

Podle Tvrzeni [5.5.2] operace - na mnoziné Z,, je komutativni, asociativni a ma neut-
ralni prvek [1],,. Faktorova mnozina Z,, s operaci - a neutralnim prvkem [1],, je komuta-
tivni multiplikationi monoid zbytkovych trid modulo m (monoid je mnozina s asociativni
binarni operaci a neutrdlnim prvkem). Otézka existence inverzi vzhledem k operaci -
neni tak jednoduché jako v pfipadé operace +.

Tvrzeni 5.6.1. Prvek [x],, € Z,, md inverzi vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz x
a m jsou nesoudélnd, tedy jejich nejuétsi spolecny délitel D(x, m) je 1.

Diikaz. Predpokladejme, Ze [y, je inverze k [x],,, tedy []m - [y]m = [2Y]m = [1]m. Takze
xy + km = 1 pro vhodné k € Z a kazdy spolecny délitel ¢isel z a m je délitel i ¢isla 1.
Proto D(xz,m) = 1.

Predpokladejme, ze D(xz,m) = 1. Podle Bézoutovy véty existuji ¢isla y, k € Z takova,
ze D(x,m) = zy + km, tedy 1 = zy + km, takze [1], = [zy]m = [Z]m - [Y]m a [y]m je
inverze k [x],. O

Priklad. Necht m = 5. Nésledujici tabulka naznacuje rozlozeni mnoziny vSech celych
¢isel do péti tiid:

0]5 -5 0 5

—_
ot
1
>~
—_
D

2
3
4

ot
éo
DO
-~

ot

|
[\)
w
09)

]
]
]
J
J

5 1 4 9
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Aditivni grupa Zs resp. multiplikativni monoid Zs maji tabulky

+ |05 [1s [2]s [3]5 [4]5 [0 [1]5 [2]s [3]5 [4]s
[0]5 | [0]s [1s [2]5 [3]5 [4]s [0]5 { [0]5 [0]5 [0]s [O]s [0]5
(s | (15 [2s [8]s [4]5 [0]s resp s | 05 [Us 25 [8ls [4s
2]s | [2]s [3]s [4]s [0]5 [1]s 25|05 25 [4]s [1]5 [3]s
[B]s | [8]s [4ls [0s [1]5 [2]s [B]5 [ [0]s [38]s [ls [4ls [2]5
[4]5 | [4s [0]s [1s [2]5 [3]s [4]5 [ [0]s [4s B85 [2s [15

Priiklad. Necht v nékterém roce pripada Stédry den na stifedu. Neni-li nasledujici rok
pfestupny, potom v ném étédry den pripada na ¢tvrtek, protoze 365 = 52 -7 + 1, tedy
[365]7 = [1]7. Je-li nésledujici rok pfestupny, potom v ném Stédry den pripad4 na patek,
protoze 366 = 52 - 7 + 2, tedy [366]7 = [2]7. O
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6. OKRUHY A POLE

Definice 6.0.1. MnoZina P se dvémi bindrnimi operacemi + a - je okruh, jestlize
(1) + a - jsou asociativni a komutativni operace,
(2) + mé neutralni prvek, zna¢ime ho 0,
(3) - mé neutralni prvek rizny od 0, zna¢ime ho 1,
(4) ke kazdému prvku x existuje inverzni prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné z,y,z € Pplatix-(y+2) =z -y+x - 2.
Pokud navic
(6) ke kazdému prvku x # 0 existuje inverzni prvek vzhledem k operaci -,

mnozina P s operacemi + a - je pole.

Inverzni prvek k x vzhledem k operaci + se nazyva opacny k x a znaci se —x. Inverzni
prvek k x vzhledem k operaci - se zna¢i 1,
Podminka (5) v pfedchozi definici je distributivni zdkon.

Priklad. (1) Mnoziny Q, R, C s operacemi soucet a sou¢in jsou pole.
2) Mnozina Z s operacemi soucet a soucin je okruh, ale neni pole.
3
4
5
(6) Prokazdé m € N mnoZina Z,, zbytkovych tiid s operacemi soucet a souéin je okruh.
Totiz, Z, spliuje podminky (1)—(4) z definice okruhu podle kapitol a a to, Ze
spliiuje i distributivni zédkon (5), lze snadno ovéfit (cviceni).
(7) Okruh Z,, zbytkovych t¥id je pole pravé tehdy, kdyz m je prvoéislo (viz Tvr-
zeni [6.0.1)).

Necht P = {0,1} a binarni operace + a - na P jsou takové, ze

+]0 1 :
0[0 1 a 0[00
10 1

Pro operaci 4+ neutralni prvek je 0 a inverzni (opa¢né) prvky jsou —0 = 0 a —1 = 1.
Pro operaci - neutralni prvek je 1 a inverzni prvek k 1 je 1 (17! = 1), inverzni prvek k 0
neexistuje. Mnozina {0, 1} s témito operacemi je pole.

(9) Necht P ={0,1,2,3} a binarni operace + a - na P jsou takové, ze

Mnozina P[z] s operacemi soucet a soudin polynomi je okruh, ale neni pole.

~~ I~

) Mnozina Ny s operacemi soucet a sou¢in neni okruh.

Mnozina M,,(P) s operacemi soucet a sou¢in matic neni okruh.

+]0 1 2 3 |0 1 2 3
0/0 1 2 3 0[{0 0 0 0
111 2 3 0 a 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 01 2 310 3 21
Potom neutralni prvek operace + je 0, neutralni prvek operace - je 1 a
—0=0 0~! neexistuje
-1=3 1=1=1
—-2=2 & 27! neexistuje
-3=1 371=3
Mnozina {0, 1,2,3} s témito operacemi je okruh, ale neni pole. O

Tvrzeni 6.0.1. MnozZina Z,, zbytkovych trid je pole prdve tehdy, kdyZ m je prvocislo.
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Diikaz. Podle predchoziho Piikladu @ Ly, je okruh. Cislo 1 neni prvocislo a Zj; neni
pole (cviceni). Bud m > 1. Zbyva ukazat, ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje
inverzni prvek vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.

Predpokladejme, ze ke kazdému prvku [z],, # [0], existuje inverze. Podle Tvr-
zeni kazdé takové z je nesoudélné s m, tedy m je prvocislo.

Na druhou stranu, je-li m prvocislo, pak kazdé = € Z takové, ze [z], # [O]m, je
nesoudélné s m. Opét podle Tvrzeni [5.6.1] [z],, m4 inverzi.

Jiny dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [Marvan, 3. Pole|. O

Takze, napiiklad, Z4 nenf pole. étyfprvkové pole ale existuje, viz nasledujici piiklad.

Piiklad. Necht X = {0,1,a,b} a binarni operace + a - na X jsou takové, 7Ze

+]/0 1 a b 01 ab
00 1 a b 00 0 0 O
1/1 0 b a a 110 1 a b
ajla b 0 1 al0 a b 1
b|b a 1 0 b0 b 1 a
Mnozina X s témito operacemi + a - je pole. O

Poznamka. Bud n libovolné prirozené ¢islo. Potom existuje n-prvkové pole pravée tehdy,
kdyZ n je mocnina prvoéisla, ¢li n = p¥, kde p je prvocislo a k je pfirozené &islo.

Tvrzeni 6.0.2. Bud P okruh. Pak pro libovolné prvky x,vy,z € P plati
(i) x-0=0;
(i) ©- (1) = —x;
(i) x - (y—z2)=x-y—x- 2.

Diikaz. (i)
z-0=2-0+0= O0=z-04+(—(xz-0)))
=z-04+2-0+(—(x-0)) =
=z-(04+0)+(—(z-0)) =

=20+ (—(z-0)) =0

z+z-(-)=z-142-(-1)=z-(1+(-1)=2-0=0
z-(-)4+z=z-(-1)+z-1=z-(-14+1)=2-0=0
takze x - (—1) = —=x.
(iii) Cviceni. O

Cviceni. Dokazte, ze v kazdém okruhu plati:
(1) (=1)-(=1) =1,
2) (—z)-y==z-(-y)=—(z-y) O

Tvrzeni 6.0.3. Bud P pole a budte x,y,z € P.
(1) x -y =0 prdvé tehdy, kdyZ x = 0 nebo y = 0.
(2) Jestlizex -y=z-2z ax#0, pak y = z.
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Diikaz. (1) Jestlize = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzeni [6.0.2i) také z -y = 0.
Necht x - y = 0. Pfedpokladejme, Ze jeden z prvki z,y je nenulovy, napiiklad x # 0.
Potom s vyuzitim Tvrzeni [6.0.2(i) dostaneme

y:ly:(x_lx)y:x_l(xy):;(;_lo:o

y=1-y= 1=z"12)
=z l.og.y= (r-y=x-2)
=z l.z.2= (z7'-z=1)
=1l-z=z U

Priklad. (1) V prikladu @D méame okruh, vnémz 2-2=0a2-1=2-3. To ukazuje,
ze predchozi tvrzeni neplati pro okruhy.

(2) Pro okruh P[z] ale pFedchozi tvrzeni plati, viz kapitolu o polynomech. O

Obdobné jako v kapitole [b| P* ozna¢uje mnozinu P \ {0}.

Je-li P okruh, pak P s operaci + je komutativni grupa. Pro pole mame navic nasle-
dujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.0.4. Je-li P pole, pak P* s operact - je komutativni grupa.

Diikaz. Budte z,y € P* tedy z # 0 a y # 0. Podle Tvrzeni [6.0.3[i) -y # 0, tedy
x -y € P* a mnozina P* je uzaviena vzhledem k operaci -. Zbytek tvrzeni plyne z toho,
Ze operace - je asociativni a komutativni, 1 € P* je neutralni prvek, kazdy nenulovy
prvek je invertibilni a prislusné inverze jsou nenulové. U

Stejné jako méame podgrupy grup (a podstruktury dalsich algebraickych struktur),
existuji podokruhy okruhti a podpole poli. Zminime jen podpole.

Definice 6.0.2. Bud P pole. Bud Q C P podmnozina takova, Ze

(1) 0,1€@;

(2) jelliz,ye @, pakz+y e Qazy €Q;

(3) je-li z € Q, pak —x € Q;

(4) jelliz € Q, x #0, pak 27! € Q.
Potom @ je podpole pole P.

Aby podmnoZzina pole byla podpole, musi obsahovat neutralni prvky obou binarnich
operaci, musi byt uzaviena vzhledem k obéma bindrnim operacim a musi byt uzaviené
vzhledem k inverzim vzhledem k obéma binarnim operacim.

Kazdé podpole je pole.

Priklad. (1) Pole Q je podpole poli R a C. Pole R je podpole pole C.
(2)

(3) Mnozina {0, 1} neni podpole pole Q (a samoziejmé ani R a C), protoze 1 +1=2¢
{0, 1}. Ac¢koliv, jak uz vime, na mnoziné {0, 1} 1ze definovat operace soucet a soucin tak,
7e to je pole. O

Z neni podpole pole Q, nebot neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci -.

‘Deﬁnice 6.0.3. Podpole pole C je ciselné pole. ‘
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7. USPORADANI A SVAZY

7.1. Usporadané mnoziny

Definice 7.1.1. Relace p na mnoziné X je uspordddni, jestlize je
(1) reflexivni, tj.  p x pro kazdé x € X,
(2) antisymetricka, tj. z py, y p  implikuje z =y,
(3) tranzitivni, tj. z py, y p z implikuje x p 2.

Potom dvojice (X, p) je usporddand mnoZina.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X relace = je usporadani.

(2) (N,<), (Z,<) (R, <), kde < je obvyklé usporadani podle velikosti, jsou usporadané
mnoziny.

(3) Budte X mnozZina a P(X) mnoZina vSech podmnozin mnoziny X. Inkluze C je
usporadani na P(X).

(4) Relace | (déli) na mnoziné N (tj. = | y pravé tehdy, kdyz existuje n € N takové,
7e x -n = y) je usporadani, nazyva se relace délitelnosti. Je ziejmé, ze tato relace je
reflexivni a tranzitivni.

Ukéazeme, Ze | je i antisymetrickd relace. Pfedpokladejme, Zze = | y a y | =, tedy
existuji m,n € N takova, ze xm = y a yn = x. Potom zmn = z a jelikoz z # 0, mn = 1.
V prirozenych ¢islech to lze jediné tak, Ze m=1an=1.Tedyx=2-1=y.

Upozoriieme, Ze obdobné definovana relace délitelnosti na Z neni antisymetricka, pro-
toze 1 # —1, prestoze 1 | —1 a —1 | 1 (rovnice mn = 1 ma v celych ¢islech dalsi feseni
m=—-1lan=-1). O

Bud p uspofddani na mnoziné X . Inverzni (opacnd) relace p~! (tj. relace definovana
piedpisem .z p~!y pravé tehdy, kdyZz y p ) je také uspofddani. Nazyva se dudini
uspofdddng. Mame-li uspofadani <, potom dualni uspofadani <~! se oznacuje symbolem
>. Podobné je to se symboly C atp.

Definice 7.1.2. Bud (X, <) uspofadana mnozina, Y C X. Relace <y na mnoziné Y
zadana pfedpisem = <y y < x < y je indukované uspordddni na mnoziné Y a znadi se
rovnéz <.

Definice 7.1.3. Prvky z,y uspofadané mnoziny jsou srovnatelné, plati-li x < y nebo
y < x. Uspofadand mnozina je fetézec, jsou-li kazdé dva jeji prvky srovnatelné.

Piiklad. (R, <), (Z, <) (N, <) jsou Fetézce. O

Bud < uspofadani na X. Ozna¢me z < vy, jestlize x < y a zaroven x # y. Déle
zavedme oznaceni x <y, jestlize x < y a neexistuje z € X takové, Zze ¢ < z, z < y. Je-li
x <y, pak fikAme, Ze x je bezprostrednim predchidcem y, nebo y pokryjvad x.

Priklad. (1) V mnoziné N s pfirozenym usporadanim podle velikosti plati 1 < 2 a 1<2,
1 < 3, ale neplati 1 <3.

(2) V mnoziné N s relaci délitelnosti 6 pokryva 3.

(3) V mnoziné Q vsech racionalnich ¢&isel s pfirozenym usporadanim podle velikosti
neplati x <y pro zddnou dvojici z,y € Q. Pro libovolné x,y € Q takové, ze x < y, plati
z=1iz+y)€eQar<z z<y. O
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Kone¢nou uspofadanou mnozinu (X, <) mizeme znazornit diagramem. Prvky mno-
ziny X znazornime jako body v roviné. Prvky x,y spliujici z <y vyznacime tak, Ze x
lezi niZe nez y a spojime je tseckou.

7 diagramu pak muzeme urcit uspofadani mnoziny X: xz < y pravé tehdy, kdyz x lezi
nize nez y a existuje zdola nahoru sméfujici konecné posloupnost na sebe navazujicich
asecek z bodu x do bodu y.

Priklad. V usporadané mnoziné Y = {a,b,c,d} s diagra- a b
mem vpravo plati: \\ /
e d<c,cda, c<ab, c
e d < a, ale nikoliv d < a, |
e prvky a, b nejsou srovnatelné. d U

Definice 7.1.4. Bud (X, <) usporfddand mnozina, Y C X. Prvek z € X je
e dolni zdvora mnoziny Y, je-li x < y pro kazdé y € Y;
e horni zdvora mnoziny Y, je-li y < x pro kazdé y € Y.

Priklad. V usporddané mnoziné Y z predchoziho prikladu plati:
e ¢,d jsou dolni zavory podmnoziny {a, b},
e podmnozina {a, b} nemé zadnou horni zavoru. O

Definice 7.1.5. Bud (X, <) uspofadand mnozina. Prvek z € X je
e nejmensi (minimdlnt) prvek mnoziny X, je-li x < y pro kazdé y € X, v takovém
pripadé piseme z = min X;
e nejuétsi (mazimdlng) prvek mnoziny X, je-li x > y pro kazdé y € X, v takovém
pripadé piseme z = max X.

Piiklad. V uspoifddané mnoziné Y z pfedchoziho prikladu plati:
e d je jeji nejmensi prvek,
e jeji nejvetsi prvek neexistuje. U

Cviceni. Kazda usporfddand mnozina mé nejvyse jeden nejvétsi prvek a nejvysSe jeden
nejmensi prvek. O

Definice 7.1.6. Bud (X, <) usporfddand mnozina, Y C X. Prvek z € X je
e infimum mnoziny Y, je-li x nejvétsi prvek mnoziny vSech dolnich zévor mnoziny
Y, v takovém piipadé piSeme x = inf Y,
e supremum mnoziny Y, je-li z nejmensi prvek mnoZiny vSech hornich zavor
mnoziny Y, v takovém pripadé piSeme x = supY.

Priiklad. V usporddané mnoziné Y z pfedchoziho pfikladu plati:
e mnozina dolnich zavor podmnoziny {a, b} je {c, d}, jeji nejvétsi prvek je ¢, a proto

inf{a,b} = ¢,
e podmnoZina {a,b} nemé zadnou horni zavoru, ¢li mnoZina hornich zavor je
prazdna, nema tedy nejmensi prvek, a proto sup{a, b} neexistuje. O

Cvic€eni. (1) Kazda podmnozina ma nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infimum.
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(2) Jestlize x <y, pak inf{z,y} = x a sup{z,y} = y.
(3) Jestlize inf{x,y} = z, pak = < y.
(4) Jestlize sup{z,y} =y, pak z < y. O

Cvicéeni. Bud X usporddand mnoZina. Supremum prazdné mnoZiny je nejmensi prvek
mnoziny X (pokud existuje) a infimum prazdné mnoZiny je nejvétsi prvek mnoziny X
(pokud existuje). O

7.2. Svazové usporiddané mnoziny a svazy

Definice 7.2.1. Usporadand mnozina je svazové usporddand, jestlize kazdé jeji dvou-
prvkova podmnozina ma infimum i supremum.

Kazda konetné podmnoZina svazové usporadané mnoziny mé infimum i supremum.
Piiklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X),<C) svazové uspofadand mnoZina,
pfi¢emz pro libovolné Y, Z € P(X) inf{Y, Z} =Y NZ asup{Y, Z} =Y U Z.

(2) (N,]|) je svazové usporadand mnozina, pricemz inf{z,y} je nejvétsi spolecny délitel
Cisel x,y, sup{z,y} je nejmensi spoleény nasobek ¢isel z, y.

(3) ({1,3,5,6,9,10,12}, ) neni svazové usporadana mnozina.

(4) Kazdy fetézec je svazové uspofadand mnozina, pfi¢emz inf{z,y} = min{z,y} je
mensi z prvka z,y, sup{z,y} = max{z,y} je v&tsi z prvka z,y. O

Definice 7.2.2. Mnozina X se dvéma bindrnimi operacemi A a V je svaz, jestlize pro
kazdé x,y,z € X plati

TANy=yAu, rVy=yVuz, (komutativita A a V)
(xANy)ANz=xAN(yA=z), (xVy)Vz=xV(yVz), (asociativita A a V)
A (yVe)=uz, zV(yNz) == (zakon absorpce)

Binarni operace A je prisek, bindrni operace V je spojeni.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X mnozina P(X) s operacemi N a U je svaz.

(2) Mnozina N s operacemi D a N, kde x D y je nejvétsi spoleény délitel ¢isel x,y a Ny
je nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel x,y, je svaz.

(3) Mnozina R s operacemi min a max je svaz.

(4) Mnozina {0, 1} pravdivostnich hodnot s operacemi konjunkce a disjunkee je svaz. O

Tvrzeni 7.2.1. Bud (X, A,V) svaz. Pro libovolné x € X plati

TNz =z, rVor=uzx. (idempotentnost N a V)
Diikaz.
xAx = (zédkon absorpce)
=zA(xV(yAz)) = (komutativita V)
=zA((yANz)Vzx)= (zédkon absorpce)
=zx.

Druhou ¢ast tvrzeni nechdme jako cviceni. O
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Ve svazové usporadané mnoziné X pro kazdé x,y existuji inf{z, y} a sup{z,y} a jsou
jednozna¢né urcena, proto muzeme na X definovat binarni operace A a V:

x Ay :=inf{z,y}, xVy:=sup{z,y}.
Podle néasledujictho tvrzeni kazda svazové usporadand mnozina s témito operacemi je
svaz.
Tvrzeni 7.2.2. Svazové uspoiddand mnozZina X s bindrnimi operacemi N\, x Ny =

inf{z,y}, a Vv, x Vy=sup{z,y}, je svaz.

Diikaz. Cviceni.

Asociativita V: Navod: Ukazte, ze x V (y V z) = sup{z,y,z} = (z Vy) V 2. O
Cvieni. Dokazte, ze x1 V xo V -+ V x, = sup{z1, z2,...,2,}. (Vlevo nezalezi na uzé-
vorkovani). O

Podle néasledujictho tvrzeni kazdy svaz je svazové usporadand mnozina.

Tvrzeni 7.2.3. Bud (X,A,V) svaz.
(1) Polozme x <, y pravé tehdy, kdyz x Ny = x. Pak <, je uspordddini na X.
(2) Polozme x <y y prdvé tehdy, kdyz x vV y =y. Pak <\ je uspoidddini na X.
(8) Uspotdddani < je shodné s uspordidinim <y a (X, <A) je svazové uspord-
dand mnoZina, pricemz
inf{z,y} =z Ay, sup{z,y}=2zVy.

Dikaz. Cviceni. O

Svazy i svazové usporadané mnoziny tedy miZeme chapat jak jako algebraické struk-
tury tak jako usporfadané mnoziny. Usporadani totiz jednoznac¢né urcuje algebraickou
strukturu a algebraické struktura zase jednoznacné urcuje usporadani.

Bud (X, A, V) svaz. Identity v definici svazu jsou symetrické vzhledem k vzajemné
zaméné A a V, proto (X, V,A) je také svaz. Nazyva se dudlni svaz a znac¢i se X*

Cviceni. Ovéite, Ze dudlni svaz ma dualni usporadani. O

Tvrzeni 7.2.4. Bud X svaz. Pro kazdé x,a,b € X plati
(i) jestlize a < b, pak a Nx < bAx;
(ii) jestlize a < b, pak aVx < bV x;
(111) jestlize x < a, x <b, pak x < a A b;
(iv) jestlize x > a, x > b, pak x> aV b.

Diikaz. (i) Necht a < b, pak a Ab = a, naeZ (aAx) A (bAx) =aAbAx=aAx; odtud

tvrzeni. (ii) Cviceni. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cviceni). [

Obsahuje-li podmnozina svazu v8echna infima a suprema vSech dvojic svych prvki,
je to také svaz.

Definice 7.2.3. Podsvaz svazu (X, A, V) je podmnozina Y C X takova, Ze pro kazdé
r,yeYplatizAyeY axVyey.
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Priiklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

o O o
O
Cvi€eni. (1) Kazda podmnozina Fetézce je podsvaz.
(2) Kazda podmnoZina svazu, ktera je fetézcem, je podsvaz. O

Podmnozina svazu miize byt svazem vzhledem k indukovanému usporadani, aniz by
byla podsvazem.

Piiklad. Svaz X a jeho podmnozina Y, ktera je svazem, ale neni podsvazem.

X ) Y =xVyy
x

N / \
NS

Supremum z Vy y v Y je rizné od suprema x Vx y v X. U

TVx Yy

7.3. Uplné svazy

‘Deﬁnice 7.3.1. Svaz je uplng, ma-li kazda jeho podmnozina supremum i infimum.

Piiklad. (1) Kazdy kone¢ny svaz je uplny a plati inf{x1, zo,...,z,} = z1AzaA. . Ay,
sup{x1,xo,...,xpnt =x1 VT2 V...V Iy
(2) Svaz (P(M), <) je uplny. Infima jsou pruniky, suprema jsou sjednoceni.

(3) Svaz (N, <) neni uplny. Schazi naptiklad supremum celé mnoziny N. O

Kazdy tplny svaz ma nejvétsi prvek, je to jeho supremum, i nejmensi prvek, je to jeho
infimum.

Tvrzeni 7.3.1. Bud X usporddand mnoZina, jejiz kaZdd podmmnoZina md infimum. Pak
X je uplny svaz.

Diikaz. Staci ukéazat, ze kazda podmnozina mé supremum. Bud Y C X. Oznatme Z
mnozinu vSech hornich zéavor mnoziny Y a poloZzme s = inf Z. Dokazme, 7Ze s = sup Y.
Kazdy prvek mnoziny Z je horni zévora mnoziny Y, takze kazdy prvek mnoziny Y
je dolni zavora mnoziny Z. JelikoZ s je nejvétsi dolni zadvora mnoziny Z, tak y < s pro
kazdé y € Y, ¢ili s je zaroven horni zavora mnoziny Y. A kdyz s € Z a soucasné s je
(nejvétsi) dolni zavora mnoziny Z, je to nejmensi prvek mnoziny Z, ¢ili nejmensi horni
zévora mnoziny Y. O



94 Uspotradani a svazy

Priklad. Predpoklad, ze kazda (i prazdna) podmnozina mnoziny X m4 infimum, zna-
mend, ze X ma nejvétsi prvek. Napiiklad (N, <) neni aplny svaz, prestoze kazda ne-
prdzdnd podmnozina mé infimum. O

Priklad. Budte G grupa a P(G) mnozina v8ech podgrup grupy G. Pak (P(G), Q) je
aplny svaz.

Bud {A, | € I} € P(G), tedy néjaky systém podgrup grupy G. Potom (,c; 4, je
také podgrupa (cvifeni), ktera je zaroven inf{A, |t € I} (cviceni). Podle pfedchoziho
tvrzeni je (P(G),C) uplny svaz. Proto existuje i sup{4,|¢ € I} a je to prinik vSech
podgrup, které obsahuji vSechny podgrupy A,.

Priklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro jiné algebraické struk-
tury. O

Cvi€eni. Ozna¢me F(X) mnozinu vSech relaci ekvivalence na mnoziné X. Protoze
E(X) C P(X x X), vznikd na F(X) indukované uspofadani. Dokaite, ze E(X) je
uplny svaz. O



Homomorfismy 95

8. HOMOMORFISMY

8.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

8.1.1. Homomorfismy grup

Definice 8.1.1. Budte (X, *,ex, '), (Y, o,ey, ') grupy. Zobrazeni f: X — Y je
homomorfismus grup, jestlize
(i) pro kazdé x1,z9 € X plati f(x1 *xx2) = f(z1) ¢ f(x2),
(i) f(ex) = ey,
(iii) pro kazdé x € X plati f(z=1) = (f(z))~L
Znadise f: (X, *,ex, 1) = (Y, o,ey, 1).

Piiklad. (1) f2: (Z, +,0,—) — (Z, +,0,—), n +— 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud X grupa, X faktorova grupa. Potom zobrazeni X — X, x — [z] (faktorova
projekce) je homomorfismus grup.

(3) Budte X ={0,1,2,3} aY = {0,1} s binarnimi operacemi + takovymi, ze

+]0 1 2 3

0/0 1 2 3 +10 1

111 2 3 0 a 010 1

212 3 01 111 0

313 01 2
Potom mnoziny X a Y s témito operacemi jsou grupy. Zobrazeni X — Y, 0+— 0,1 +— 1,
2+ 0, 3 — 1, je homomorfismus téchto grup. O

Tvrzeni 8.1.1. Budte (X, x,ex, 1), (Y, o,ey, ') grupy. Bud f: X — Y zobrazeni
takové, Ze pro kazdé x1,xo € X plati f(x1xx2) = f(x1)o f(x2). Pak f je homomorfismus
grup (X, x,ex, 1) = (Y, o,ey, 1).

Diikaz. Podminka (i) z definice homomorfismu grup je podle predpokladu splnéna.
Ukazme, 7e f(ex) = ey.

flex) = flex)oey =
= flex)o flex)o (flex)) ' =
= flex xex) o (flex)) ' =
= flex) o (flex)) ™" =
=ey.
Ukazme, 7e f(z~!) = (f(z))~! pro kazdé z € X.

fl@™)o f(z) = fla™' x2) = flex) =ev,
f@)o f(a™h) = flzxa™") = flex) = ey
Takze f(x~1) je inverze k f(z). O

Cvic€eni. Bud f: X — Y homomorfismus grup. Ozna¢me

Imf={f(x)|z € X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. O
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Tvrzeni 8.1.2. Budte f: X — Y a g: Y — Z homomorfismy grup. Pak jejich sloZeni
go f: X — Z je homomorfismus grup.

Diikaz. Budte (X, *,ex, ), (Y, o,ey, 1), (Z, -,ez, ') grupy. Pro kazdé 1,70 € X
plati

Zbytek vyplyva z predchoziho tvrzeni. U

8.1.2. Izomorfismy grup

Definice 8.1.2. Bijektivni homomorfismus grup je izomorfismus grup. ‘

Tvrzeni 8.1.3. Bud f: X — Y izomorfismus grup. Pak f~':Y — X je izomorfismus
grup.

Diikaz. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o, ey, ') grupy. Inverzni zobrazeni je bijektivni. Pro
libovolné y1,y2 € Y oznaéme z1 = f~ (y1) a o2 = [~ (y2). TakZze f(x1) = y1 a f(x2) =
2. Potom

F T yoya) = FH(f(w) o fla2) = f7H(fmr % 22)) = 21 % @9 =
= M) * 7 (y2)-
Zbytek vyplyva z Tvrzeni O

Priklad. (1) Kazd4 identita je izomorfismus.
2) Ozna¢me R, mnozinu vsech kladnych realnych é&isel. Pak (Ry,-,1,71) je grupa
( + y \ +,1,70) je grup
cviceni). Zobrazeni exp: (R, +,0,—) — (R4, -,1,7 1), 2 — e je homomorfismus grup,
+

protoze pro libovolna z,y € R plati exp(z + y) = e = e%e¥ = (expx) - (expy). Tento
homomorfismus je bijektivni, tedy i izomorfismus.

Inverzni izomorfismus je logaritmus

In: (Ry, -1, Y = (R, 4+,0,-). a

Definice 8.1.3. Grupy X,Y jsou izomorfni, jestlize existuje izomorfismus X — Y.
Zapisujeme X =Y.

Tvrzeni 8.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z plati
(i) X = X (reflexivita),
(i) jestlize X =Y, pak' Y = X (symetrie),
(iit) jestlize X =Y oY = Z, pak X = Z (tranzitivita).

Driikaz. Cviceni. 0

P#iklad. (R, +,0,—) = (R, -,1,7!). Pro libovolné a € R, ,a # 1, zobrazeni R — R,
x + a® je izomorfismus (R, +,0,—) — (Ry, -, 1,71). Ovéite. O

Cvi¢eni. Bud h: X — Y homomorfismus grup.
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(1) Ukazte, ze relace ~ zadana predpisem
T ~ X9 & h(acl) = h(xg)

je kongruence na grupé X.
(2) Ukazte, ze faktorova grupa X podle kongruence ~ je izomorfni podgrupé Im h.
Néavod: X — Imh, [z] — h(z). O

8.2. Homomorfismy a izomorfismy poli

Definice 8.2.1. Budte P, Q pole. Zobrazeni f: P — Q je homomorfismus poli, jestlize
(i) pro kaidé p1,p2 € P plati f(p1 +p2) = f(p1) + f(p2),

f(0) =
(iii) pro kazdepEPplam f(=p) =—f(p),

(ii)

iii)

((lvg pIEO)kazde p1,p2 € P plati f(p1 - pz) f(p1) - f(p2),
)

(vi) pro kazdé p € P, p # 0, plati f(p~1) = (f(p)) %~

O zobrazenich poli plati nasledujici tvrzeni obdobné Tvrzeni o zobrazenich grup.
Tvrzeni 8.2.1. Budte P,Q pole. Bud f: P — Q zobrazeni takové, Ze pro kaZdé p1,ps €
P plati

(i) f(p1+p2) = f(p1) + f(p2),
(ii) f(p1-p2) = f(p1) - f(p2),
(i) f(1) # 0.

Pak f je homomorfismus poli P — Q.
Diikaz. Cviceni. 0

Definice 8.2.2. Bijektivni homomorfismus poli je izomorfismus poli. Pole jsou izo-
morfni, jestlize mezi nimi existuje izomorfismus.

Ptiklad. Dvouprvkové pole {0, 1} je izomorfni s polem Zs. Izomorfismem je zobrazeni
0+— [0]2, 11— [1]2 O

8.3. Izotonni zobrazeni, homomorfismy a izomorfismy svazi

8.3.1. Izotonni zobrazeni a izomorfismy usporadanych mnozZin

Definice 8.3.1. Budte (X, <), (Y, <) uspofadané mnoZiny. Zobrazeni f: X — Y je
1zotonni, jestlize plati implikace
z<y= f(z) < f(y).

Je-li zobrazeni f bijektivni a fi f~! jsou izotonni, pak f je izomorfismus usporddanyjch
mnoZin a usporadané mnoziny (X, <), (Y, <) jsou izomorfni.

Piiklad. Identické zobrazeniid: (N,|) — (N, <) je izotonni. Skute¢né, jestlize a | b, pak
b = na pro néjaké n € N, ale n > 1, a proto b = na > a.

Inverzni zobrazeni id: (N, <) — (N, |) neni izotonni, protoze neplati implikace z <
y = x | y (napfiklad 2 < 3, ale 21 3). O
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Priklad. Budte X =Y = {0,1} s uspofadanimi a zobrazenim f podle obrazku:

X f

Tedy f: X — Y je identické zobrazeni. Pak f je izotonni bijekce, jejiz inverze f~! neni
O

izotonni.

Cviceni. Slozeni izotonnich zobrazeni je izotonni zobrazeni. O

8.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svazi

Definice 8.3.2. Budte (X, A,V), (Y,A,V) svazy. Zobrazeni f: X — Y je homomor-
fismus svazi, jestlize pro kazdé z1,z9 € X

f(@y Nwg) = f(x1) A f(x2)
f(@1Vmy) = f(x1) V f(x2).

Tvrzeni 8.3.1. KazZdy homomorfismus svazi je izotonni zobrazend.

Diikaz. Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy, f: X — Y homomorfismus a z1, 22 € X takové,
7e x1 < x9, tedy x1 A g = x1. Potom f(x1) A f(z2) = f(x1 A x2) = f(z1), tedy
f(@1) < fla2). O

Izotonni zobrazeni svazi vSak nemusi byt homomorfismus svazi:

Priklad. Bud f zobrazeni podle obrazku:

TVy o

Z )
T Ay o
\ o

Pak f je izotonni zobrazeni svazii, ale neni homomorfismus svazi, protoze

f@) Vv fly) = fly) # fxVy). O

‘Deﬁnice 8.3.3. Bijektivni homomorfismus svazi je izomorfismus svazi.

Cvi¢eni. Bud f zobrazeni svazi. Dokazte, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) f je izomorfismus usporadanych mnozin;
(2) f je izomorfismus svaz. O
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9. VEKTOROVE PROSTORY

9.1. Definice, priklady, zdkladni vlastnosti

Vektor je bézné znazorhovan v roviné nebo v prostoru jako orientovana tsecka (sipka),
kterd méa pocatecéni bod a koncovy bod. Pokud je mozné jeden takovy vektor prevést na
druhy takovy vektor rovnobéznym posunutim, ik se, ze tyto dva vektory jsou totozné
nebo ekvivalentni, nebo Ze jsou to dvé umisténi jednoho vektoru. Takové vektory se
s¢itaji pomoci pravidla rovnobézniku a nasobi se redlnym ¢islem tak, Ze Sipka se piislusné
prodlouzi nebo zkrati a pri ndsobeni zapornym ¢islem navic zméni smér na opadcny.

Obecné definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorovy prostor nad
néjakym polem jako mnozZinu s operaci séitani a s ndsobenim prvki mnoziny prvky pole
s takovymi vlastnostmi, které umoznuji predstavu vektoru jako Sipky a predstavu s¢itani
vektort a nasobeni vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v pfedchozim odstavci.

Definice 9.1.1. Bud V neprazdna mnozina, P pole. Vektorovy prostor V nad polem P
je mnozina V spolu s binarni operaci +: V x V. — V| (u,v) — wu + v, a zobrazenim
2w PxV =V, (p,v) — p- v, takovymi, Ze
1) pro kazdé u,v,w € Vplati (u+v) +w =u+ (v + w),
2) existuje 0 € V takovy, Ze pro kazdé v € V plati v + 0 = v,
) pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) = 0,
) pro kazdé u,v € V plati u + v = v + u,
) pro kazdé v € Vplati 1-v =,
)
)

w

pro kazdé p,qg € Pav € Vyplati (p-q)-v=p-(q-v),
pro kazdé p,q € Pav e Vyplati (p+¢q)-v=(p-v)+ (¢-v),

(8) pro kazdé p € Pau,v € Vplatip- (u+v) = (p-u)+ (p-v).
Prvky mnoziny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaldry. Bindrni operace + je scitdni,
zobrazeni - je ndsobeni skaldrem, vektor 0 € V je nulovij vektor nebo nula, vektor —v
je opacny vektor k vektoru v.

(
(
(
(4
(
(
(

)
6
7

Podminky (1)—(8) jsou aziomy vektorového prostoru. Podminky (1)—(4) znamenaji, ze
V's operaci + je komutativni grupa.

Jelikoz kazda binarni operace méa nejvySe jeden neutralni prvek, ve vektorovém pro-
storu existuje jediny nulovy vektor. Obdobné, jelikoz kazdy prvek méa vzhledem k asoci-
ativni binarni operaci nejvyse jeden inverzni prvek, ke kazdému vektoru existuje jediny
opacny vektor.

Nésobeni skalarem -: P x V' — V. (p,v) — p-v, neni binarni operace (neni-li P = V),
ale nazyva se vnéjsi operace, a misto p - v se Casto piSe jen pv. Binarni operace se nékdy
nazyva vnitini operace.

Vektorovy prostor nad polem R, nebo C je redlny, resp. komplexni vektorovy prostor.

Priklad. (1) Vektorovy prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozmérné i trojrozmérné,
kde vektor je t¥ida ekvivalentnich Sipek a je reprezentovin jednotlivymi Sipkami, jak je
uvedeno v prvnim odstavci této kapitoly.

Nulovy vektor je reprezentovan degenerovanou tseckou nulové délky. Vektorovy pro-
stor v roviné resp. prostoru znac¢ime E? resp. E?
(2) Bud Vjednoprvkova mnoZzina, P pole. Jediny prvek mnoziny V ozna¢me 0 a poloZzme
0+0=0,—-0=0ap-0=0 pro kazdé p € P. Dostavame vektorovy prostor nazyvany
nulovy prostor nebo trividini prostor.
(3) Kazdé pole je vektorovy prostor nad sebou samym. Polozime-li v definici vektoro-
vého prostoru V' = P, budou vSechny axiomy vektorového prostoru dusledky axiomi
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pole (ovéite). Ziskavame tak napiiklad vektorovy prostor R nad R, vektorovy prostor C
nad C, vektorovy prostor Q nad Q a vektorovy prostor Zs nad Zs.

(4) Kazdé pole je vektorovy prostor nad libovolnym svym podpolem. Jediny rozdil
oproti pfedchozimu ptikladu spoc¢iva v tom, Ze nésobeni skaldrem je dovoleno jen pro
skalary z podpole.

(5) Bud n € N, P pole. Na mnoziné P™ vSech usporadanych n-tic prvkia P zavedme
s¢itAni a nasobeni skalarem predpisem

(U1, ug, ..., up) + (v1,02,...,0,) = (U1 + v1,u2 + Vo, ..., Up + Vy),

p(ula ug, - . . 7un) = (pUIaPUQa o 7pun)
Vzniké vektorovy prostor P nad polem P (ovéite). Napiiklad fadky a sloupky matic
jsou prvky takovych vektorovych prostort.
(6) Vektorovy prostor P™ nad podpolem @ C P.

(7) Vektorovy prostor matic typu m x n nad polem P s operacemi s¢itani a nasobeni
skalarem. Znad&i se P"*™ nebo M, xn(P) (resp. M,,(P) nebo gl(m, P) v piipadé ¢tver-
covych matic).

(8) Vektorovy prostor polynomii stupné nejvyse n nad polem P s operacemi s¢itani
a nasobeni skalarem.

(9) Vektorovy prostor polynomu nad polem P s operacemi s¢itani a nasobeni skalarem.
(10) Vektorovy prostor v8ech feseni homogenni soustavy rovnic.
(11) Bud X mnozina, P pole. Na mnoziné PX viech zobrazeni X — P zavedme s¢itani
a nasobeni skaldrem predpisem

(u+v)(z) = u(z) + v(z),

(pu)(z) = p - u(x).
Vznika vektorovy prostor PX nad polem P (ovéite). Specidlni piipady jsou mnozina

vSech funkci z R do R, mnozina v8ech spojitych funkci na R, mnozina diferencovatelnych
funkei na R, mnozina vSech spojitych funkei na intervalu [a, b]. O

Tvrzeni 9.1.1. Bud V vektorovy prostor nad polem P. Pak pro kazdé w,v € V, p,q € P
plat?
(i) 0-v=0,
(ii) (—1) v = v,
(iir) (p—q)-v=p-v—q-v,
(w) p-(u=v)=p-u—p-v,
(v) Je-lip-v =0, pak bud p =0 nebo v = 0.

Driikaz. Cviceni. 0

9.2. Linearni kombinace, generatory, linearni nezavislost

Bud V vektorovy prostor nad polem P.

Definice 9.2.1. Budte n € N, vy, va,...,v, € Vapl,p?, ...,p" € P. Linedrni kombi-
nace vektorti vi,vs, ..., v, s koeficienty p',p?,...,p" je vektor

plor + p?vg + - 4 pu, € V.

Linedrni kombinace prdzdné mnoziny je nulovy vektor 0 € V.
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Priklad. (1) Soucet vektort u,v je jejich linedrni kombinace s koeficienty 1, 1. Opacny
vektor k v je jeho linearni kombinace (skalarni nasobek) s koeficientem —1:

u+v=1-u+1-v, —v=(-1) 0.

(2) Linearni kombinace vektorti 1,6 € R s koeficienty 3,1 € Rje3-1+1-6=09.
(3) Linearni kombinace vektort (1,2,0),(2,3,1) € R3 s koeficienty —3,2 € R je

(=3)-(1,2,0) +2-(2,3,1) = (1,0,2). O

Definice 9.2.2. Bud U C V. Linedrni obal mnoziny U je mnoZzina [U] vSech linearnich
kombinaci koneéné mnoha vektort mnoziny U. Pro U = {uj,ug,...,u,} je

[U] = [u1,ue,...,un] = {p1u1 + pPugy + D" uy| plp? .. pt e P}.

Linearni obal prazdné mnoziny je [@] = {0} C V.

Definice 9.2.3. MnozZina {vi,vs,...,v,} C V generuje V, je-li kazdy vektor v € V
linearni kombinac{ vektori vy, va, . . ., v,, to jest, jestlize pro kazdy vektor v € V existuji
skalary pl,p?,...,p" € P takové, ze v = plug + p?ve + -+ + p"u,, to jest, jestlize
[[’Ul,’Ug, cee ,Un]] =V

V takovém pripadé také {vy, ve, ..., vy} je mnoZina generdtori prostoru Vnebo vektory
v1,09,...,U, € V generuji V nebo V je generovdn vektory vi,va,. .., Up.

Pi#iklad. (1) Prostor R3 je generovan vektory (1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1). Skute¢né, libo-
volny vektor (z,y, z) € R3 je jejich linearni kombinaci s koeficienty x, v, 2:

($7y,Z) =T (170)0) +y- (07170) +z- (07071)
(2) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1). Skutecng, libovolny vek-
tor (z,y, z) € R3 je jejich linedrni kombinaci s koeficienty x — v,y — 2, 2:

(x,y,z) = (.%‘ _y) ’ (1>070) + (y - Z) ' (17170) +z- (17171)
(3) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),(3,4,5). Libovolny vektor
(z,7,2) € R? je jejich linearni kombinaci s koeficienty x, y, z, 0:

(z,y,2) =x-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z-(0,0,1) +0- (3,4,5).

V tomto piipadé muzeme najit dokonce nekoneéné mnoho vyjadfeni ve tvaru linedrni
kombinace, pro libovolny parametr ¢ € R plati

(ﬂs,y,z) = (l‘—3t) ’ (]-’an) + (y_4t) ’ (03170) + (Z_5t) ’ (03071) +t- (3’4a5)
(4) Prostor R3 neni generovan vektory (1,2,0),(3,4,0), (5,6,0). Ovéite.

) ) 9
(5) Vektory vi,va,...,v, € R™ kde v; = (v},02,...,v™), generuji R™, jestlize soustava

79" 9
viz! +vda? + - topa™ = ol

vizt +viz® + -+ oia" =0?

ot 4 oa? £ T = ™
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o neznamych z!', 22, ... 2" ma feSeni pro kazdou pravou stranu v!,v?, ... v™ Soustava

je totiz ekvivalentni s podminkou

1 1 1 1
vy Vg U, v
v% v% v2 v?
1 2 n n
x |tz +o 4 =1 .
m m m m
vy Vg Up, v

(6) Prostor Ro[z] polynomil neurcité x s realnymi koeficienty stupné nejvyse 2 je gene-
rovan vektory 2,z + 1, 1. Ovéite. O

‘Deﬁnice 9.2.4. Prostor, ktery mé kone¢nou mnozinu generatoru, je konecnérozmeérny.

Piiklad. Vektorovy prostor R[z] vSech polynomu s redlnymi koeficienty neni koneé-
nérozmérny. Pro libovolné pi,...,p, € R[z| existuje pfirozené &islo m, které je vétsi
neZ stupen kteréhokoliv z polynomu py,...,p,. Pak polynom z™ € Rz| neni linearni
kombinaci polynomu py,...,pn, takZze polynomy pi,..., p, negeneruji R[z]. U

Cvi€eni. (1) Jestlize vq,...,v, generuji V a v; je linedarni kombinaci ostatnich, pak
Vlye .y Vie1, Vitl, - - -, Un také generuji V. Dokazte.

(2) Necht kazdy z vektorti vy,...,v, je linedrni kombinace vektora uq,...,u, € V.
Jestlize vy, ..., v, generuji V', pak uq,...,u, také generuji V. Dokazte. U

Definice 9.2.5. (1) Mnozina vektora {vi,va,...,v,} C V je linedrné nezdvisld,

jestlize pro libovolné z!', 22,... 2" € P z rovnosti

v+ 22vg 4 -+ 2", =0 plyne l=2?=...=2"=0.

(2) Mnozina vektorit {v1,v2,...,v,} C V je linedrné zdivisld, jestlize neni linearné
nezavisla.

Casto se zjednoduSené a nepfesné fiki, Ze néjaké vektory jsou linearné (ne)zéavislé.
Mysli se tim, Ze pfislusnd mnozina vektori je linedrné (ne)zavisla.

Piiklad. (1) Mnozina {7} C R je linearné nezavisla. Je-li - 7 = 0 pro n&jaké = € R,
pak = = 0 (pro nenulové x uvedena rovnost z - 7 = 0 neplati).

(2) Mnozina {2,3} C R je linearné zavisla. Linearni kombinace x! - 2 4+ 2% - 3 miiZe byt
rovna 0, i kdyZ je néktery z koeficientt 2!, 22 nenulovy, napiiklad z! = 3, 2% = —2.

(3) Mnozina {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? je linearnd nezavisl. Linearni kombinace
x-(1,0,0)+y-(0,1,0)+2-(0,0,1) je vektor (x,y, ), ktery je roven (0,0, 0) pravé tehdy,
kdyzz=y=2=0 (ovéf“te).

(4) Mnozina {(1,0,0), (1, 0), (1,1,1)} C R3 je linearné nezévisla. Linearni kombinace
x-(1,0,0)+y-(1,1,0 1,1,1) je vektor (x +y+ z,y + 2, 2), ktery je roven (0,0, 0)
pravé tehdy, kdyz x = = 0 (ové&ite).

(5) Mnozina {(1,0, — ), (O, 1,2),(2,1,0)} C R3 je linearnd zavisla. Linearni kombinace
z-(1,0,-1)4+y-(0,1,2) + z- (2,1,0) je vektor (z + 2z,y + z, —x + 2y), ktery je roven
(0,0,0) i pro nenulové koeficienty z,y, z, napiiklad x = 2,y = 1, 2z = —1. Ovéite.

(6) Libovolna mnozina vektori obsahujici nulovy vektor je linearné zéavisla. Linearni
kombinace 0 -v; +0-v2 +---+0-v, + 1-0 je nulovy vektor a pritom aspon jeden
koeficient je nenulovy.
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(7) Mnozina {v1,...,v,} C R™ kdev; = (v},...,0™), je lineArné nezavisla pravé tehdy,
kdyZ soustava
vizt +vyz® + - +opa” =0

vial ol o 422" =0

o'zt +of'a® 4 o2 =0

mé pravé jedno Fedeni, a to sice z! =22 =... = z" = 0.
(8) Mnozina {x2,x,1} C Ra[z] je linedrn& nezavisla. Ovéite.
(9) Prazdna mnoZina je linedrné nezavisla, protoZe vSechny koeficienty z prazdné mno-

on

ziny koeficientt jsou nulové. O

Cvi€eni. (1) Libovolnd podmnozina linedrné nezavislé mnoziny vektori je linearné ne-
zévisla. Dokazte.

(2) Jednoprvkova monzina {v} C V je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz v # 0.
Dokazte. Ol

Tvrzeni 9.2.1. MnoZina vektori {vi,...,v,} je linedrné zdvisld prdavé tehdy, kdyz aspoti
jeden z nich je linedrni kombinaci ostatnich, tj. prdve kdyZ existuje index i takovy, Ze
vektor v; je linedrni kombinaci vektori vy, ..., Vi—1,Vit1, .., Un-

Diikaz. ,=* Predpokladejme, Ze mnozina {v1, ..., v, } jellinearné zavisla tedy Ze existuji
koeficienty a', ..., a" takové, ze a'vi + - +a'v; + - + a™, = 0 a aspoii jeden z nich
je nenulovy (napftiklad a'). Potom

al az—l az-‘,—l a™
’Uz——gvl—'”— P Uz—l—T’UH—l—"'—ﬁUm
a vektor v; je tedy linedrni kombinaci ostatnich.
,,<=" Necht vektor v; je linedrni kombinact vektort vy, ..., vj—1,Vit1, - - ., Un, tedy exis-
tuji koeficienty a',...,a’"!, a1, ... a” takové, Ze

1 i—1 i+1
vi=a'vy -+ a v+ a o F o+ a,.

Potom

alvi +-+a v —v+d g+ au, =0
s nenulovym koeficientem (—1) u vektoru v;. Tedy, mnoZzina {v1,...,v,} je linearné
zévisla. 0
Tvrzeni 9.2.2. Mnozina vektori {vi,...,v,} je linedrné zdvisld prdavé tehdy, kdyz aspoti
jeden z mich je linedrni kombinaci predchozich, tj. prdvée kdyz existuje index i takovy, Ze
vektor v; je linedrni kombinact vektori vy, ..., v;—1.

Diikaz. ,,=*“ Postupujeme jako v ditkazu piedchoziho tvrzeni, jen nenulovy koeficient a’
vybereme s nejvyssim moznym indexem. To znamena, Ze a't! = ... = a™ = 0 a zbytek
je zlejmy.

Jako cviceni rozeberte podrobné piipad ¢ = 1, kdy bude mnozina piedchazejicich
vektortu prézdna.

»,<=" Tvrzeni je specialnim pfipadem piredchoziho. O
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Definice 9.2.6. Elementdrni iprava n-tice vektort (v1,...,v,) je:
(i) vynésobeni vektoru nenulovym skalarem c;
(ii) pfi¢teni c-nasobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i # j;
(iii) vymeéna i-tého vektoru s j-tym vektorem.

Pti tom vznikaji po fadé n-tice

(Ul,. « o3 Ui—1,CU;, Vig-1,y - - - 7/Un)a
(U150, Vim1, U + CUf Vi1, oo Uy e, Up),
(’U]_,. -y Ui—1,V5, Uit 1y - -+, Uj—1, U35 Uj41, - - - 7Un)-

Ke kazdé z téchto tprav existuje Gprava inverzni, ktera je rovnéz elementérni a stejného
typu (ovéite).

Definice 9.2.7. Dvé n-tice vektori jsou ekvivalentni, jestlize jedna vznikne z druhé
kone¢nou posloupnosti elementarnich tprav.

Cviceni. Ukazte, Ze pravé zavedené relace mezi n-ticemi vektoru je reflexivni, symet-
rickd a tranzitivni. O

Priiklad. Mé&jme matici typu m xn nad polem P. Jeji fadky jsou uspoiddané n-tice prvku
pole P, tj. vektory z prostoru P™ Cela matice je pak m-tice takovych n-tic, tedy m-tici
vektora z prostoru P™ Elementarni tipravy této m-tice vektoru jsou pravé elementarni

radkové dpravy dané matice. O
Tvrzeni 9.2.3. Necht'n-tice (u1,...,uy,) je ekvivalentni s n-tici (v, ..., v,). Pak vektory
UL, ..., Uy generuji V prdve tehdy, kdyZ vektory vy, ..., v, generuji V.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici (vq,...,v,) z n-tice (ug,...,u,) jednou z elementarnich

uprav, vybereme si Gpravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy, pro k # 1.
Predpokladejme, Ze vy,...,v, V. Pro libovolny vektor w € V tedy existuji
koeficienty p', ..., p" takové, ze w = p'vy + - - - + p™v,. Pak

w:le+"‘+pi(ui+cuj)+"‘+pjuj+~--+p”un:

je lineadrni kombinace vektort uq, ..., Uy,.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot n-tice (uq, ..., uy) vznika z n-tice
(v1,...,v,) inverzni upravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni tpravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou kone¢nou posloupnost
elementarnich tprav. O
Tvrzeni 9.2.4. Necht n-tice (uy,...,uy) je ekvivalentni s n-tici (vy,...,v,). Pak mno-
zZina {uy, ..., u,} je linedrné nezdvisld pravé tehdy, kdyzZ mnozina {vi,...,v,} je linedrné
nezdavisld.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici (vy,...,vy) z n-tice (u1,...,uy,) jednou z elementarnich
tprav, vybereme si tipravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy, = uy pro k # i.
Piedpokladejme, Ze {u1,...,u,} je[linearné nezavisla. Budte x!,... 2" € P takové,

ze x'v; 4+ - - + 2", = 0. Pak
0=zl + -+ 2", = ztug + -+ 2wy + cuj) + -+ 2wy + -+ 2"y, =

=zlup + -+ 2u 4+ (27 4 e )uj A+ + 2 .
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Z linearni nezavislosti mnoziny {ui,...,u,} vyplyvé, Ze vSechny koeficienty posledni
linearni kombinace jsou nulové, tj. ' = --- =2 = ... =2/ +cx’ = ... = 2" = 0. Z toho
dostaneme, ze i 27 = 0.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot n-tice (uy,...,uy,) vzniki z n-tice
(v1,...,v,) inverzni Gpravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni tpravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou kone¢nou posloupnost
elementarnich uprav. O

Tvrzeni 9.2.5. Necht vektory vi,...,v, generuji prostor V. a {uy,...,um} C V je
linedarné nezavislda. Pak m < n.

Diikaz. Kazdy z vektoru uq, ..., Uy, je linedrni kombinaci vektort vy, ..., v,, takze pro
kazdé i € {1,...,m} existuji koeficienty al,...,a? takové, ze u; = alvy + -+ + alv,.
Matici
1 n
al ... al
A=
1 n
am a’m

upravme pomoci Ffadkovych elementarnich tiprav na matici A’ ve schodovitém tvaru.

Provedeme-li stejné elementarni tpravy s m-tici uq,...,u,, dostaneme ekvivalentni
m-tici uf,...,ul,. Linearni kombinace vektori vi,...,v, s koeficienty z jednotlivych
fadka matice A" jsou rovny pravé vektortim uf,...,u,,. Z linedrni nezavislosti mnoziny

{u1,...,un} plyne linedrni nezavislost mnoziny {u},...,u,,} a také linedrni nezavislost,
tedy i nenulovost fadka matice A’. Jelikoz A’ je ve schodovitém tvaru a vsechny fadky
mé nenulové, nema vice fadki nez sloupkt, tedy m < n.

Tvrzeni je také soucésti Tvrzeni[9.2. U
Lemma 9.2.6 (Lemma o vyméné). Budte vy,...,v, €V au= atvy + -+ a"v,. Pak
pro kazdé i takové, Ze a* # 0, plati vy, ...,v,] = [v1,. .., Vi1, U, Vg1, ..., 0]

Diikaz. Piedpokladejme, Ze a' # 0 (pro jiné indexy je diikaz stejny). Potom
1 Sy
v = qus Z TV
i=2
Bud w € [vy,...,v,]. Existuji tedy b',b%, ..., b" takové, Ze
w = bloy + bPvg + -+ + by, =

b! " bla
= ﬁu—Z—lvi—Fvag#—”-—i—bnvn:
a — a
b! N
:EU—I—Z bl_? /Uie[[u”UQ,...,vn:”-
=2
Bud w € [u,vs,...,v,]. Existuji tedy ¢!, c?,...,c" takové, Ze

w=cu+ vy + -+ M, =

n n
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Tvrzeni 9.2.7 (Steinitzova véta o vyméné). Nechl vektory vy, ...,v, generuji prostor
Voa{uy,...,un} CV je linedrné nezdvisla. Pak m < n a existuji indexy iy, ..., in—m €
{1,...,n} takové, ze

[['Ul,. . .,Un]] = IIU17--~7um7vi17'-')vin7m]]'

Diikaz. Mnozina {u1, ..., uy} je linedrné nezavisla, takze vSechny wu; jsou nenulové. Vek-
tor u; je linearni kombinaci vektora vy, ..., v, s aspon jednim nenulovym koeficientem
a stejné jako v predchozim dikazu predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u v1. Z Lem-
matu o vyméné dostaneme [vy,ve, ..., v,] = [ur, ve, ..., v,].

Potom vektor us je linearni kombinaci vektord uy, vs,...,v, s aspon jednim nenulo-
vym koeficientem u vektort vg, . .., v, (jinak by mnozina {u;, us} byla linearné zavisla).
Opét pro jednoduchost predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u ve. Z Lemmatu
o vyméné dostaneme [uy, va, ..., v,] = [u1, ug, vs, ..., v,].

Takto pokracujeme, dokud bud nepouZijeme vSechny vektory ui,...,u,; nebo nevy-
ménime vSechny vektory vy,...,v, za vektory uq,...,u,. Kdyby bylo m > n, vektory
Up41, - - - Uy DY byly linearni kombinace vektort uy, us, ..., u, ve sporu s linearni neza-
vislosti mnoziny {ui,...,un}. Takze m <n a

[vi, .. yon] = [uty ooy Um, vigy ooy vi, ] O

9.3. Baze

Definice 9.3.1. Bdze vektorového prostoru je libovolné uspofadana linearné nezavisla
mnoZina jeho generatoru.

Obvykle tedy budeme bézi vektorového prostoru zapisovat jako uspofadanou n-tici
vektorti. Pokud nebude zaleZet na uspofadani vektorti v bazi, budeme ji nékdy zapisovat
jen jako mnozinu vektor.

Piiklad. (1) (6) je baze R.

) ((1,0),(0,1)) je baze R

) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) je baze R3
)

(2
3
(4
(®

Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; vektor z R" ktery ma na i-tém misté jednicku
jinde nuly. Potom (eq,...,ey) je baze R™ a nazyva se kanonickd nebo také standardni.
) (22,2,1) je baze Ra[x]. O

Tvrzeni 9.3.1. KazZdy konecnérozmeérny vektorovy prostor md bdzi.

Diikaz. Podle definice konecnérozmérny vektorovy prostor mé kone¢nou mnozinu
Ukéazeme, Ze v ni existuje linedrnd nezavislad] podmnoZina, ktera generuje tentyz
vektorovy prostor a je tedy jeho [baze, Bud {vi,...,v,} mnozZina generatort vektoro-
vého prostoru. Z této mnoziny postupné pro ¢ = 1, ..., n vylu¢me vektor v;, je-li lineérni
kombinaci predchozich. Tedy v; vylouc¢ime, pokud v; = 0. Vektory, které nevylou¢ime,
oznacme v;,, . .., v;, . Je-li prvek mnoziny generatori linedrni kombinaci ostatnich prvka
této mnoziny, po jeho vylouceni z této mnoziny zistane opét mnoZina generatoru stej-
ného vektorového prostoru (ovéite). Proto vektory v;,, ..., v, generuji tentyZ vektorovy
prostor.

Diky uvedenému postupu zadny z vektort v;,, ..., v;, neni linearni kombinaci pfed-
chozich a mnozina {v;,,...,v; } je linedrné nezavisla. O

I nulovy prostor {0} ma bazi. Je ji 0, jelikoz je linearné nezavisla a [0] = {0}.
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Tvrzeni 9.3.2. Vsechny bdze jednoho konecnérozmérného vektorového prostoru maji
stejnij pocet prukii.

Diikaz. Budte (vi,...,v,) a (u1,...,uny) baze vektorového prostoru V. Jelikoz vektory
U1y . .., 0, generuji Voa {u, ..., up} je linedrné nezavisla mnozina, podle Tvrzeni
m < n. Obdobné dostaneme, Ze n < m. TakZe n = m. O

Definice 9.3.2. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektoru (libovolné) jeho béze.
Vektorovy prostor V' dimenze n je n-rozmérny, zapisujeme dim V = n. Nulovy vekto-
rovy prostor {0} je 0-rozmérny.

Priklad. (1) Vektorovy prostor P" nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice
(kanonickd baze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvojrozmérny. Jednou z bazi je dvojice (1,1).
Vektorovy prostor C nad polem C je jednorozmérny, jednu z bézi tvoii vektor 1. Vidime,
7ze dva vektorové prostory mohou mit rizné dimenze, prestoZze maji stejné mnoziny
vektori.

(3) Vektorovy prostor C" nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z béazi je 2n-tice
((1,0,...,0),(4,0,...,0),
(0,1,0,...,0),(0,4,0,...,0),

(0,...,0,1),(0,...,0,7)). O

Definice 9.3.3. (1) MinimdIni mnoZina generdtori vektorového prostoru V' je mno-
Zina generatort prostoru V| jejiz zadna vlastni podmnozina negeneruje V.

(2) Mazimdlni linedrné nezdvisld mnoZzina vektori vektorového prostoru V je linearné
nezavisla mnozina vektoru z V, ktera neni vlastni podmnozinou zadné linearné nezavislé
mnoziny.

Tvrzeni 9.3.3. Budte vy,...,v, € V. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) {vi,...,vn} je bize V;
(2) {vi,...,vn} je minimdlni mnoZina generdtori V;
(8) {v1,...,vn} je mazimdlni linedrné nezdvisla mnoZina vektori V.

Diikaz. (1) = (2): Je-li {v1,...,vn} je to mnozina a zadny z nich
neni linearni kombinaci ostatnich. Tudiz zadné jeji vlastni podmnozina negeneruje V'
a {v1,...,v,} je miniméalni mnozina generatoru.

(2) = (1): {v1,...,v,} je mnozina generatoru. Jelikoz je minimalni, zadny z jejich
vektort neni linearni kombinaci ostatnich, takze je navic linedrné nezavisla, ¢ili baze.

(1) = (3): Je-li {v1,...,v,} baze, je linearné nezavisla a kazdy vektor z V' je linearni
kombinaci vektorii baze. Tudiz kazda vlastni nadmnozina je linearné zéavisla a tato je
tedy maximalni.

(3) = (1): Mnozina {v1,...,v,} je linearné nezavisla. JelikoZ je maximalni, po pfidani
libovolného vektoru z V, dostaneme linedrné zavislou mnozinu a ten pridany vektor (ty
ptvodni to byt nemohou) je linearni kombinaci pfedchozich, takze {v1,...,v,} je navic
mnozina generatord, ¢ili baze. (]

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice béze, které se Casto pouzivaji. Ma také
dulezité dusledky.
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Dusledek. Bud n € N. Je-li V n-rozmérny vektorovy prostor, pak
(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvisld podmnoZina tvori jeho bdzi;
(2) libovolnd jeho n-prvkovd mnoZina generdtori tvoii jeho bdzi.

Diikaz. (1) Prostor V' mé n-prvkovou mnozinu generatoru, takze podle Tvrzeni
kazdé n-prvkova linearné nezavisla podmnozina je maximalni, tedy béze.
(2) V prostoru V' existuje n-prvkova linearné nezavisld mnozina, takze podle Tvr-

zeni kazda n-prvkova mnozina generatorii je minimalni, tedy baze. O
Disledek. Bud {v1,...,vx} linedrné nezdvisld podmnoZina n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do bdze (v1,..., Uk, Uks1,---,Un)-

Diikaz. V piipads, Ze vy, ..., v V., tvoii [bazil Jinak existuje vektor vy1 € V,
ktery neni linearni kombinaci vektoru vy, ..., v, naceZ mnozina {vi,..., vk, Vpr1} je

[inearné nezavislal protoZe vi41 nenf linedrni kombinaci pfedchozich vektort.
Po n — k opakovanich téze tvahy ziskdme n-prvkovou linearné nezévislou mnozinu
{v1,..., Uk, Vk11, Ukt2, - - -, Un }, Kterd je bazi podle predchoziho dusledku. O

9.4. Souradnice
Tvrzeni 9.4.1. Bud (e1,...,e,) bdze vektorového prostoru V. Pak pro kazZdé v € V
existuje pravé jedna n-tice skaldri (x!,... z") takovd, Ze v = xle; + -+ + a"e,.

Dikaz. Bud v € V. Jelikoz ey, ..., e, V, existuji z',...,2" € P takové, Ze
v=ale; + -+ a",. Jsou-li y',...,y" libovolna takové, ze v = yle; + - - - 4+ y"e,, pak

O=v—v=(zle; + - +a2",) — (yle1 + - +y"en) =
= (2! —yer -+ (@" —y")en.

Z llinearni nezavislosti| mnoziny {ei,...,e,} plyne x! —y! = ... = 2" — ¢y = 0, a tedy
ol =yl 2" =" (]
Cviceni. Zformulujte a dokaZte obracené tvrzeni. O
Definice 9.4.1. Skalary z!',... 2" z pfedchoziho tvrzeni jsou souiadnice vektoru v
vzhledem k bazi (eq,...,ey).
Soufadnice budeme zapisovat bud jako prvky pole z!, ..., z" nebo jako uspofadanou

n-tici x = (2',...,2") nebo jako matici typu n x 1

2l

22

=1 .
x.”

Priklad. (1) Soufadnice vektoru 2 € R vzhledem k bézi (6) je 3, protoze 2 = - 6.

(2) Soufadnice vektoru (z,y,2) € R? v kanonické bazi jsou x,y, z, protoze (x,y,2) =
(3) Soutadnice vektoru (z,y, z) € R? v bazi ((1,0,0), (1,1,0)

, 1)) jsouz—y,y—=z, 2,
protoze (]I,y, Z) = ($ - y) ’ (17070) + (y - Z) ’ (17 170) +z- (17

(1,1,
1,1).
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(4) Soufadnice vektoru z = a + bi € C(R) vzhledem k bazi (1,7) jsou a,b, protoze
z=a-1+b-1.
Soufadnice vektoru z = a + bi € C(C) vzhledem k bazi (1) je z, protoze z = z-1. O

Souradnice vektoru zavisi na volbé baze. Jeden vektor ma v riznych béazich rizné
soutadnice.

Budte V vektorovy prostor, v € V. Budte e = (e1,...,e,) a € = (€],...,€},) baze
V, e nazvéme stard bdze, € nazvéme novd bdze. Souradnice vektoru v vzhledem ke staré
bazi ozna¢me x = (x!,... 2") a ¥ikejme jim staré souiadnice. Soutadnice vektoru v

vzhledem k nové bazi ozna¢me 2’ = (2'%,...,2™) a fikejme jim nové soufadnice. Plati
tedy v =>_,xl; = >, 2%l

Definice 9.4.2. Matice, jejiz sloupky jsou tvofeny novymi soufadnicemi starych ba-
zovych vektort, je matice prechodu od staré baze k nové bazi.

Matici piechodu od baze a k bazi 8 znacime Q),z3.

Zobrazeni

o 1, jelii=j,
5(2’]):53’:{ 0 jinak

Tvrzeni 9.4.2. Matice pFechodu je reguldrni.

je Kroneckerovo delta.

Diikaz. Budte a = (al,ag,.‘..,an) a 8 = (B1,B2...,Bn) béze jednoho vektorového
prostoru. Oznaéme Qnp = (a]) matici pfechodu od baze o k bazi 8 a Qg = (b)) matici
prechodu od baze g k bazi a. Tedy, (a}, 12, ...,a}) jsou souradnice vektoru a; vzhledem

k béazi B, (b}, b?,...,b") jsou souradnice vektoru 3; vzhledem k bazi « a

n
;= E alBj a B = E bloyj prokazdé i=1,2,...,n
i1 j=1

Po dosazeni dostaneme

- Zagﬁj =
j=1

= Za (ibﬁ;ak> =
7=1 k=1

:Z Zajbk s

¢ili
Zafbjl, Zafb?, . Za]b"
jsou souradnice vektoru «; vzhledem k bazi «. Tedy,
S =n={ ) B
Ovsem

Zaﬂb’f (QpaQap)r
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je v k-tém fadku a i-tém sloupku soucinu QQg,Qag, takZe QgQns = E, proto matice
Qsa a Qap jsou vzajemné inverzni a tedy obé regularni. O

Tvrzeni 9.4.3. Bud Q... matice prechodu od staré bdze e k nové bdzi €' a budte x a x’
staré a mové souradnice jednoho vektoru. Potom

a = Qeer - T

Diikaz. Bud Q. = (q;) matice pfechodu od staré baze e k nové bazi ¢/. Tedy
e; = Z q e;.
J

Bud v = z'e; +--- + 2", € V. Potom

v= Y a2 Y el =

=z'(qie] +qies + -+ qle,) + -+ 3" (ghel + drey + -+ qrel,) =

= (Zj qjl-xJ) e+ (Zj qu:cj> ey + -+ (Zj q?:cj) en.

Tedy

2" = E q;’ a 2 = Qe - . O
J

Priklad. (1) Méjme R, starou bazi e = (6) a novou bazi ¢/ = (1). Prov =2 je z = ()

az = (2).
Matice prechodu od staré baze e k nové bazi €’ je
Qee’ = (6) .

A skutecné
2 =(6)(5) = ().

(2) Mgjme R?, starou bazi e = ((1,—1),(1,1)) a novou bézi ¢ = ((0,2),(2,1)). Pro
v=(2,0)jex=(1,1) aa’ =(—3,1).
Matice piechodu od staré baze e k nové bazi €’ je

)
it
I
!

[NV

[N
SN—

A skutecné

= Q= <_

Tvrzeni 9.4.4. Budte V wvektorovy prostor nad polem P, e = (ey1,...,ey,) jeho bdze,

[CIEEtN IV
[N

w,v €V, pe€ P x= (... ,2") souradnice vektoru u ay = (y',...,y") souiadnice
vektoru v. Pak x +y = (' +y',..., 2" + y") jsou souradnice vektoru u +v a pr =
(pzt, ..., px™) jsou souradnice vektoru pu.

Dikaz. Cviceni. O
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9.5. Orientace vektorového prostoru

Definice 9.5.1. Budte «, 8 béaze jednoho vektorového prostoru. Baze o mé stejnou
orientaci jako baze f3, jestlize det Qo5 > 0.

Relace
a ~ [ pravé tehdy, kdyz « ma stejnou orientaci jako

je relace ekvivalence. (Cviceni.) Tato relace ekvivalence rozdéluje mnozinu vSech béazi
jednoho vektorového prostoru do dvou disjunktnich tiid.

Definice 9.5.2. Prohlasime-li nékterou z bazi vektorového prostoru, a spoleéné s ni
i kazdou bazi se stejnou orientaci, za kladnou (nebo kladné orientovanou), uréime tim
orientaci vektorového prostoru a vektorovy prostor je potom orientovany. Baze, které
nejsou kladné, jsou zdporné (nebo zdporné orientované).

Priklad. Kanonicka baze prostoru P™ je obvykle uvazovana jako kladna. O

9.6. Primy soucet vektorovych prostori

Definice 9.6.1. Budte Vi,...,V,, vektorové prostory nad polem P. Na kartézském
sou¢inu V7 X - -- x V,, zavedme s¢itani a nasobeni skaldrem piedpisem

(Uty.ooyup) + (V1,0 0n) = (U1 + 01, ..o, Up + p),
p(ula"'7un) = (puh'"vpun)
pro libovolné (uy,...,uy), (v1,...,v,) € Vi X -+ x V, ap € P.

Na Vi x --- x V,, tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P, ktery
se znati V1 @ --- @V, a je to primy soucet vektorovych prostori Vi,...,V,.

Cviceni. Ovétte, ze V1 & --- @ V,, je vektorovy prostor. O
Tvrzeni 9.6.1. Budte V1,...,V, konecnérozmérné vektorové prostory. Pak

dm(Vi@---aV,) = dimV1 <o+ dim V.
Diikaz. Pro kazdé i necht (ef,... ek, ) je béze Vi. Potom
((el,0,...,0),...,(el ,0,...,0),

miy?
(0,€1,0,...,0),...,(0,€2,,0,...,0),
0,...,0,€7),...,(0,...,0,ep, ))
jepazd Vi @ --- @ V,, (cviceni). O

Piiklad. Bud Vi = R a V5 = R?. Potom V; x V5 je mnozina R x R? uspofadanych dvojic

(z,y), kdex € Ray = (y1,92) € R?, tedy R x R* = {(z, (y1,%2))| = € R, (y1,2) € R*}.

Napftiklad

(1,(2,3)) +(2,(1,-1)) = (1+2,(2,3) + (1,-1)) = (3,(3,2)),

3-(2,(1,4))=(3-2,3-(1,4
=(1
1

Bud e! )) baze R2. Potom trojice

0,(0,1)))

)
) béze R a bud e? = (€2

,€3)
((e1,0), (0, €7), (0, €3)) = ((1,(0,0)), (0, (1,0)),
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je baze R @ R? a dim(R @ R?) = 3 = dimR + dimR? =1 + 2.
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10. VEKTOROVE PODPROSTORY

10.1. Definice, piiklady, zakladni vlastnosti

Definice 10.1.1. Budte V' vektorovy prostor nad polem P a U C V. U je vektorovy
podprostor prostoru V, jestlize
(i) 0 e U,
(ii) w1 + ug € U pro kazdé uy,ug € U (uzavienost na s¢itani);
(iii) pu € U pro kazdé u € U a kazdé p € P (uzavienost na nasobeni skalarem).

Podle (iii) pro kazdy vektor u € U mame —u = (—1) - u € U, ¢ili s kazdym vektorem
lezi v U i vektor k nému opa¢ny. To spolu s (i) a (ii) znamen4, Ze podprostor je podgrupa
abelovské grupy (V,+,0, —).

Axiomy vektorového prostoru jsou splnény na V' a tim spiSe na U (cviceni). Tudiz,
podobné jako u ostatnich algebraickych podstruktur, podprostor je sam téz vektorovym
prostorem.

Piiklad. (1) V kazdém vektorovém prostoru je nulovy podprostor obsahujici jen nulovy
vektor.

(2) Kazdy prostor je saim svym podprostorem.

(3) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ovéite).

(4) {(a,0)| a € R} je podprostor vektorového prostoru R? nad polem R (ovéite). O

Tvrzeni 10.1.1. MnoZina vSech TeSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic o n ne-
zndmijch s matici A nad polem P je podprostor prostoru P"™ s dimenzi n — rank A.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z kapitoly [3.5] Kazda homogenni soustava rovnic ma nulové
feSeni, soucet TeSeni je TeSeni a skalarni nésobek feseni je FeSeni. Mnozina vSech feSeni
tedy ma vlastnosti pozadované v definici vektorového podprostoru. Navic, fundamentalni
systém FeSeni mé n — rank A prvka a tvoii bazi prostoru vech feSeni. U

Mnoho dalsich piikladi mtuZzeme ziskat jako linearni obaly.

Tvrzeni 10.1.2. Bud W podmnoZina vektorového prostoru V' nad polem P. Potom:

(1) [W1] je podprostor prostoru V.
(2) Je-li U podprostor V' obsahugici W, pak [W] C U.

Diikaz. (1) UkaZzeme, Ze mnoZina [W] spliuje podminky (i)—(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podminka (i): Je-li W = ), potom [W] = {0}, takze 0 € [W]. Je-li W # (),
potom pro libovolny vektor v € W je 0 = Ov € [W]. Podminka (ii): Jsou-li u,v € [W],
potom u = zluy + -+ + 2™ Uy, a v = ylog + - - + y"v, pro ndjaké 2.y’ € P, u;,v; € W
am,n € N. Tedy u+v = zluy + - +2™up, + y*v1 + - - - + y"v,, € [W]. Podminka (iii):
Cvicen.

(2) Bud w € [W], tedy w = z'w; + - - - + 2"w,, pro néjaké x* € P, w; € W an € N.
Jelikoz W C U, vSechny vektory w; jsou prvky U, a jelikoz U je vektorovy podprostor,
tedy uzavieny na nasobeni skalarem a s¢itani vektord, w € U. O

Tudiz, [W] je nejmensi podprostor prostoru V' obsahujici mnozinu W.

Tvrzeni 10.1.3. Bud' V' koneénérozmérny prostor a U jeho podprostor. Potom:
(1) U je konecnérozmérny a dimU < dim V.
(2) dimU = dim V prdvé tehdy, kdyz U = V.
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Diikaz. (1) Je-li U nulovy prostor, potom je O-rozmérny. Jestlize U # {0}, existuje
up € U\ {0} ajeli U = [u1], pak je 1-rozmérny. Takto miizeme pokracovat. Jestlize
U # [ui,...,uk_1], existuje up € U\ [ug,...,ux_1], a je-i U = [uy,...,ux], pak je
k-rozmérny.

Mnozina {uy, ..., ut} je linedrné nezavisla, protoze zadny z jejich vektort neni linearni
kombinaci pfedchozich. Podle Tvrzeni[0.2.5]linearné nezavisla mnozina nemé vice prvki
neZ mnozina generatort, takze pro n&jaké m < dim 'V dostaneme U = [uq, ..., u,], ¢ili
dimU < dimV.

(2) Podle predchoziho bodu U je kone¢nérozmérny, takze podle Tvrzeni ma bézi
(u1y...,up). Jestlize dimU = dimV, pak {u1,...,u,} je n-prvkova linedrné nezavisla
mnozina v n-rozmérném prostoru V, ¢ili podle Disledku Tvrzeni m (U1, ...,up) je
také baze prostoru V a U = V.

Jestlize U =V, pak samoziejmé dim U = dim V. O

Disledek. Vektorovy prostor, ktery md nekonecnérozmérny podprostor, je nekonecéné-
TOZMETNY.

Priklad. Prostor C"R vSech funkci R — R, spojitych se vSemi derivacemi az do Fadu
r veetné, je nekonetnérozmérny, protoze obsahuje podprostor polynomii R[z], ktery je
nekone¢nérozmeérny. O

Piiklad. (1) Podprostory R.
(2) Podprostory R2.
(3) Podprostory R3. O

10.2. Prianik a soucet podprostori

Tvrzeni 10.2.1. Prinik libovolného systému podprostori jednoho vektorového prostoru
je podprostor tohoto prostoru.

Diikaz. Budte U,, + € I, kde I je indexovid mnoZina, podprostory vektorového prostoru
V. UkéZeme, Ze mnozina (),c; U, spliuje podminky (i)-(iii) z definice vektorového pod-
prostoru. Podminka (i): 0 € (,c; U,, protoze 0 € U, pro kazdé + € I. Podminka (ii):
Necht uy,ug € (,c; U.. Pak uy,up € U, pro kazdé ¢ € I, takze uy + up € U, pro kazdé
v € 1. Tudiz, uy + ug € (),¢; U.. Podminka (iii): Cviceni. O

Definice 10.2.1. Bud'te Uy, ..., U, podprostory V. MnoZina
{ur + -+ up| ug € Uy,...,u, € Uy}
je soucet podprostori Uy, ..., U,. Oznacujeme jej Uy + - -+ + U,.

Prvky mnoziny U; + - - - 4+ U, jsou vSechny vektory v € V, pro néz existuje vyjadieni
v=uy+ -+ Uy, kde ugy € Uy,...,u, € U,.

Tvrzeni 10.2.2. Budte Uy, ..., U, podprostory V. Pak Uy +---+ U, = [UyU---UU,],
a je to tedy podprostor V.

Diikaz. Dukaz, ze Uy + -+ + U, = [Uy U--- UU,], nechame jako cviceni. Podle Tvr-
zeni[10.1.2) Uy + - - - + U, je tedy podprostor V.

Nebo je mozné ukazat, Ze mnozina Uy + - - - 4+ Uy, spliuje podminky (i)—(iii) z definice
vektorového podprostoru. Podminka (i): 0 =0+---4+0¢€ Uy + -+ Uy, kde 0 € U; pro
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kazdé i € {1,...,n}. Podminka (ii): Necht u,v € Uy +--- + U,. Pak u = uj + -+ - + u,
av=uv]+--+vy, kde u;,v; € U; prokazdé i € {1,...,n}, natez u+v =uy+---+u,+
v+t vy = (ur +v1)+ -+ (up +vy) € UL+ -+ + Uy. Podminka (iii): Cviceni. O

Cviceni. Dokazte, ze (1) Uy, Uy C Uy + Us.

(2) Je-li U podprostor ve V takovy, ze Uy CU a Uy C U, pak Uy + Uy C U.

Névod: (1) Je-li uy € Uj libovolny prvek, pak u; = uj +0 € Uy + Us.

(2) Bud u; + ug obecny vektor z Uy 4+ Us, uy € Uy, ug € Uy. Protoze Uy, Uy C U,
mame uj,us € U, nacez u; + ug € U. O

Mnozina S(V') vSech podprostori vektorového prostoru V' je usporadéana inkluzi C.
Z dokéazanych tvrzeni o prunicich a sou¢tech podprostori plyne, Ze mnozina S(V') je sva-
zové usporadéana, pri¢emz infimem je prinik a supremem je soucet podprostora. Tudiz,
(S(V),N,+) je svaz.

Cvi€eni. Pro kazdé i € {1,...,n} necht U; je podprostor V a G; je mnoZina generatori
podprostoru U;. Potom (J;"_; G; je mnozina generatort podprostoru Uy + --- + U,. O

Tvrzeni 10.2.3. Budte Uy, Us konecnérozmérné podprostory jednoho vektorového pro-
storu. Pak

dimU; +dim Uy = dim(U1 + Ug) + dim(U1 N UQ).

Diikaz. Ozna¢me dimU; = nj, dimU; = ng a dim(Uy NUs) = m. Bud {u,...,un}
béaze v U; N Us. To je linedrné€ nezavislda mnozina vektort v Uy i v Uz a miiZzeme ji tedy

v obou prostorech doplnit do baze vektory ui, . .. 7u7111—m7 resp. u?, . .. 7U%Q—m~ Ukazme,
5 1 1 2 2 1
7€ {U1, .oy Uy ULy ey Uy s ULy ooy Uny o} je Déze v Uy 4 Us.
. . - o 1 1 2 2 s Tinedrnd
Nejdiive ukazeme, Ze mnozina {1, ..., Um, UL, ..., Up, s Uy - - -5 Uy} je linedrné
nezavisla. Necht
1 1,1 ni—m, 1 1,2 no—m, 2
cuy+ -+ My Fequy e T My, cul ey Mgy, =0
pro ngjaké skalary c',...,c™ ci, ... .7 cd, . 52T € P. Pak
1 1,1 ni—m, 1 1,2 no—m, 2
¢ u1+"'+cmum+clu1+"'+cll un1—mzic2u1*"'7c22 Uny—m>
kde na levé strané je prvek z U; a na pravé prvek z Us, ale protoze jsou si rovny, lezi
v Uy N Us, a lze je jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinace vektort uq, ..., tn.
Vyjadieme tak vektor na pravé strané: existuji skalary z!,...,z™ € P takové, Ze
1 1,2 no—m, 2
rup 4+ MUy = —cquy — = T U,y
s . . 2 2 . 2 ~
Z nezévislosti mnoziny {u1, ..., um,uf,...,u;, .} (je to baze v Us) plyne, Ze
1‘1:'~-:$m:C%:-":CSQ_mZO-
Odtud
1 m 1,1 ni—m,_ 1 _
cuy+ -+ Un Uy o Upy—m, = 0,
L. . - 1 1 . . ~
a z nezavislosti mnoziny {u1, ..., Um,uj, ..., Uy, } (je to baze v Uy) plyne, Ze
ClZ"':Cm:C%:"':C?l_mzo-
Viechny koeficienty c!,...,c™ ct, ... 7™ ek ... 5?7 jsou tedy nulové, takze mno-
zina {ug, ..., Un, u%, . ,u}lrm, u%, . 7“7212—m} je linedrné nezavisla.
fxo 1 1 2 2 >
Snadno se dokaze, Ze vektory w1, ..., Um, Uy, -+, Upy s UTs - - - Upr sy generuji U +Us
(cviceni).

Mame tedy bazi v U; + Uz 0 m+ (ny —m) + (ng —m) = nj +ng —m vektorech, takze
dim(Ul + UQ) =ni;+nyg—m=dmU; +dimU; — dim(U1 N UQ). O
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Piriklad. V prostoru E? bud U C E? né&jaka rovina prochézejici pocatkem a L C E3
libovolna pfimka prochazejici pocatkem a nelezici v U. Pak U je podprostor a podobné
L je podprostor, pficemz evidentné U N L = {0}. Proto dim(U + L) = dim U + dim L —
dim(UNL)=2+1-0=3=dimE> Tudiz, B> = U + L a kazdy vektor v € E3 je
sou¢tem v = u + [, kde u € U al € L. Jak najdeme vektory u,!, je-li dan vektor v7 [J

Cvicéeni. Budte Uy, Uy podprostory prostoru V takové, ze dimU; + dimUs > dim V.
Ukazte, ze existuje nenulovy vektor u € U; N Us. O

10.3. Piimy soucet podprostori

Definice 10.3.1. Bud V vektorovy prostor nad polem P, budte Uy, ..., U, podpro-
story V. Soucet Uy + --- + U, je pFimy, jestlize kazdy vektor v € Uy + --- 4+ U, lze
zapsat pravé jednim zpusobem jako soucet v = ui+---+uy, kdeuy € Uy, ..., u, € U,.
P¥imy soucet zapisujeme s teckami: Uy+ - - - +U,.

Priklad. Necht U; = {(2,0,0)| x € P}, Uy = {(0,y,0)| y € P}, Us = {(0,0, 2)| z € P}.
Pak P3 = U;+Us+Us, protoze libovolny vektor u = (x,y,z) € P? ma jediné vyjadieni
ve tvaru souctu u = ujy + ug + us, kde u; € Uj,uz € Us,uz € Us, a sice (z,y,2) =
(2,0,0) + (0,y,0) + (0,0, 2). O

Tvrzeni 10.3.1. Budte Uy,Us podprostory V. Pak ndsledujici podminky jsou ekviva-
lentni:

(i) V= Uri—UQ;

(ii) V=U+Uy, UiNU; =0.

Diikaz. (i) = (ii): Je-li V' = U;+Us, pak kazdy vektor v € V lze vyjadiit jako soudet
v =up +ug, kde u; € Uy a ug € Uy, ¢illi V = Uy + Us. Ukazme, ze Uy N Uy = 0. Bud
v € Up NUs. Pak mame dva rozklady vektoru v na séitance z Uy a Uz, a sice v =0+ v
a v =v + 0. TotoZnost obou rozkladt znamena, ze v = 0.

(ii) = (i): Je-i V. = Uy + Us, pak kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako soucet
v = up + ug, kde u; € Uy a ug € Us. Dokadzeme jesté jednoznacnost vektord wi,us:
Pokud je u}, ), libovolna dvojice vektorii takova, ze v = u) + uf, pak

0=v—v=(u —u))+ (ug — uj),

a tedy u; — u) = —(ug — uf). Vektor u; — u} € Uy je roven vektoru —(ug — u) € Us,
proto lezi v priniku Uy NUs, coZ je nulovy prostor. Tudiz, ug —uj = 0aug—uyb=0. O

Priklad. (1) V = V40 pro libovolny vektorovy prostor V.
(2) Prostor E? je pifmym souctem U+L, je-li U C E? libovolna rovina prochazejici
pocatkem a L C E? libovolna pifmka prochazejici pocatkem a nelezici v U. (]

V piipadé kone¢nérozmérnych podprostorti mame jednoduché kritérium.

Tvrzeni 10.3.2. Budte Uy, Us podprostory konecnérozmérného vektorového prostoru V
takové, Ze V.= Uy + Usy. Pak ndsledujict podminky jsou ekvivalentni:

(i) V = U +Us;

(i) dimV = dim U; + dim Us.
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Diikaz. (i) = (ii): dim V = dim U; 4 dim Uy — dim(U; N Usz) = dim U; + dim Us.
(ii) = (i): Necht dim V' = dim U; + dim Us. Potom dim(U; NUsz) = dim Uy 4+ dim Uz —
dim(Uy + Us) = dim Uy + dim Us — dim V = 0, &ili Uy N Us = 0. O

Cvigeni. Budte V = Uy+Us, (el,... el ) baze podprostoru Uy, (e%,...,e?m) baze

» “ma
podprostoru Us. Pak (el, ..., e,lm,e%, . ,efm) je baze prostoru V. Dokazte. U
Cvi€eni. Bud m < n, bud (ey1,...,€m,e€m+1,--.,e,) baze vektorového prostoru V. Pak
V =[e1,...,em]+lems1,--.,en]. Dokazte. O

Vzniké otézka, jak jednoduSe rozeznat pfimy soucet n podprostorta pii n > 2. Mohlo
by se zdat, ze prostor V je pfimym sou¢tem podprostora Uy, ..., U,, jestlize je jejich
souc¢tem a podprostory Uy, ..., U, maji po dvou nulovy prinik. Nésledujici piiklad uka-
zuje, ze to tak neni:

Piiklad. Prostor E3 neni piimym sou¢tem Li+Lo+U, je-li U rovina prochazejici po-
¢atkem a jsou-li Ly, Ly C E? rtzné piimky prochazejici po¢atkem, nelezici v roviné
U.

Skutecné, soucet L1+ Lo je sice piimy, ale ma nenulovy prunik s rovinou U. Libovolny
nenulovy vektor u = Iy + ls lezici v priniku (L1 + L) N U pak ma dvoji vyjadient: jako
soucet 1 + lo + 0 a jako soucet 0 + 0 + u. O

Tvrzeni 10.3.3. Budte Uy,...,U, CV podprostory takové, Ze V. =Uy + ---+ U,. Pak
ndsledugici podminky jsou ekvivalentni:

(i) V:Ul—i—Uz-i—"'—i-Un;
(ii) Ui NU; =0, (U1+U2)0U3:0, ce, (Ul—i—"-—l-Unfl)ﬂUn:O.

Je-li navic prostor V- konecnérozmeérny, pak je s nimi ekvivalentni i podminka

(11i) dimV =dim Uy + --- + dim U,,.

Diikaz. Cviceni. 0

Jsou-li Uy, ..., U, podprostory néjakého vektorového prostoru V, pak mohou existovat
dva riizné piimé soucty, U+ - - - +U, a U1 @®- - -®U,,. Prvni z nich je podprostor V, kdezto
druhy neni. Nicméné, tyto pfimé soucty jsou izomorfni, coz plyne z tvrzeni uvedeného
pozdéji v kapitole o linearnich zobrazenich.

Pi#iklad. Budte V = R3, U; = {(2,0,0)|z € R} a Uy = {(0,y,0)|y € R}. Potom

Uy 4+Us = {(z,y,0)| z,y € R} je podprostor R,
{(1,0,0),(0,1,0)} je baze U;+Us a
dim(U, +U3) = 2.

UL ® Uy = {((z,0,0), (0,9,0))| 2,y € R} neni podprostor R,
{((1,0,0),(0,0,0)), ((0,0,0), (0,1,0))} je baze U; & Us a
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10.4. Popis podprostori P" homogennimi soustavami

KaZzdy podprostor prostoru P" je mnoZzina v8ech FeSeni homogenni soustavy linearnich
rovnic.

Tvrzeni 10.4.1. KaZdy podprostor U C P" je mnoZina vsech 7eseni homogenni soustavy
Az =0, kde A je vhodnd matice typu m X n, pFicemZ m =n —dimU.

Diikaz. Podprostor U je koneénérozmérny, necht U = [y, ..., vg]. Je tfeba najit matici
A takovou, Ze U je mnozina vSech feSeni soustavy Az = 0. Matice A tedy musi mit n
sloupkii a méa platit

Av; =0 prokazdéi=1,...,k,
coz je totéz jako
AV =0,

kde V je matice s k sloupky v1,...,v;. Transponujeme-li na obou stranéch, obdrzime
ekvivalentni rovnici

vTAT =o0.
Rédky hledané matice A tedy miZzeme ziskat jako n&jaky fundamentalni systém reSeni
homogenn{ soustavy
VTa=0, kdea jen-tice (sloupek) neznamych.
Ozna¢me Z 4, resp. 1 prostor viech fegeni homogenni soustavy Az = 0, resp. V'a =

0. Mame v; € Zy4, odkud [ui,...,vx] € E4. Pfitom plati dim=4 = n — rank A =
n—dimZyr =n— (n—rank V') =rank V' = dim[ovy, ..., v]. Tudiz, 24 = U. O

Pi¥iklad. Bud U = [(1,0,2)] C R3. Najdeme soustavu rovnic, jejiz mnozina viech fesent
je prave U.
Podle ditkazu piedchoziho tvrzeni je t¥eba vyfesit soustavu VTa = 0, tedy rovnici
1-a*+0-a>+2-a*=0.

2 a3 jsou parametry. Obecné feeni tedy je

Neznama a' je hlavni, neznamé a
at :—2-252, a2:t1, a® =t
a vhodnymi volbami parametri dostaneme fundamentalni systém feseni

(0,1,0), (=2,0,1).

Tudiz, matice hledané homogenni soustavy je

010
a=( 0 ) 0

Neni obtizné najit sou¢et podprostori zadanych generatory, resp. prunik podprostorii
zadanych homogennimi soustavami rovnic:

Cvi€eni. [uy,...,v;i] + [wit1,- - un] = [ut, ..., v Uit1, .- up]. O

Cvi€eni. {z| A’z =0} N {z| A’z =0} = {z| Az = 0}, kde

Al
- (4). ;

Protoze zadani podprostoru generatory umime pirevadét na zadani homogenni sousta-
vou rovnic a naopak, umime najit i soucet podprostoru zadanych homogennimi sousta-
vami rovnic, resp. prinik podprostorii zadanych generéatory.
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11. LINEARNI ZOBRAZENI

11.1. Definice, priklady

Definice 11.1.1. Budte U, V vektorové prostory nad polem P. Zobrazeni f: U — V
je linedrnd, presnéji linedrni nad polem P, nebo homomorfismus vektorovijch prostori,
jestlize pro kazdé vektory w,uy,us € U a kazdy skalar p € P plati

(1) f(ur+u2) = f(ur) + f(uz2) (aditivita)
(i) f(pu) = pf(w). (homogenita)

Definice 11.1.2. Lineérni zobrazeni V. — V je linedrni transformace vektorového
prostoru V nebo také linedrni operdtor na vektorovém prostoru V.

Piiklad. (1) Identické zobrazeniid: U — U, id(a) = a, je linearni.

(2) Nulové zobrazeni 0: U — U, 0(a) = 0, je linearni.

(3) Nasobeni skalarem ¢ € P: Zobrazeni f.: U — U, f.(a) = ca, je linearni. Nazyva se
homotetie. VSimnéte si, Ze pfedchoz{ dva piiklady jsou specidlni piipady pro ¢ = 1, resp.
c=0.

(4) Zobrazeni f: R — R je linearni nad R pravé tehdy, kdyz existuje skalar ¢ € R
takovy, ze f(a) = ca. Dokazte. Navod: Polozte ¢ = f(1).

(5) Zobrazeni f: R3 — R2 (x,y,2) — (32 + 2y + 2,z — y), je linedrni. Ovéite.

(6) Zobrazeni f: R? — R* (z,y) — (z +y,z,2 —y,y), je linearni. Ovéite.

(7) Bud A matice typu m x n nad polem P. Necht f4: P" — P™ je zobrazeni takové,

e fa(z) = Az (presndji tedy fa: P"*1 — P™*1) Cili, obraz n-tice x = (z!,...,z") je
linearni kombinace sloupkt matice A s koeficienty !, ..., 2",

fa(z) =2 A + 2% A5 + - + 2" A°.
Potom f4 je line4rni zobrazeni.

(8) Zobrazeni C — C, z — Z, kde Z je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z € C, je linearni
zobrazeni vektorovych prostortt nad R. Toto zobrazeni neni linearni zobrazeni nad C.
Ovértte.
(9) Zobrazenire: C — R, z+ rez = 1(2 + %) (redlna ¢ast &isla 2) je linearn{ zobrazeni
vektorovych prostort nad R.
(10) Je-li U C V podprostor, pak vlozeni ty: U — V', viy(u) = u, je lineérni zobrazeni.
(11) Otaceni. Pii otaceni Eukleidovské roviny kolem pevného bodu o thel a se viechny
vektory otaceji o tyZ tihel o, nezavisle na jejich umisténi. Vznikéa zobrazeni ¢, : B2 — E2.
Otaceni prevadi soucet vektorti na soucet vektorti a podobné c-nasobek vektoru na c-
nasobek vektoru. Napiiklad aditivita se velmi nazorné ovéri poukazem na to, Ze ota¢enim
kolem vrcholu se rovnobéznik pfevadi v rovnobéZznik a délka jeho stran a thlopricek se
pritom neméni.
Podobné otaceni kolem pevné osy v trojrozmérném Eukleidovském prostoru predsta-
vuje linearni zobrazeni vektora E3 — E3.

(12) Rotace E® — E3.

(13) Rovnobézné promitéani. Promitani Eukleidovského prostoru E? do 2-rozmérného
podprostoru (primétny) R ve zvoleném sméru L je zobrazeni E® — R. Smérem se
rozumi libovolny 1-rozmérny podprostor L takovy, ze E3 = L+R. Pramét do roviny R
je sCitanec g v (jednozna¢ném) vyjadieni © = xy, + zg, kde x, € L a z € R.
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Promitani p: E® — R je linearni zobrazeni. Aditivita se projevuje v tom, Ze pramétem
rovnobéznika je rovnobéznik.
(14) Projekce na p¥imku L prochazejici po¢atkem E? — L.
(15) Osova soumérnost podle piimky prochézejici pocatkem, E? — E? i E3 — E3.
(16) Zobrazeni U — PYmU prifazujici vektortim jejich soufadnice vzhledem ke zvolené
bézi, viz Tvrzeni|9.4.4
(17) Zobrazeni P — P, A tr A, piifazujic matici A typu n x n nad polem P jeji
stopu tr A = >, A (soucet prvkii na diagonale).
(18) Zobrazeni P[z] — Plz|, kde P[z] je prostor polynom, pfifazujici polynomu jeho
derivaci. Derivace muze byt napiiklad i zobrazeni P,[z] — P,_1[z], nebo zobrazeni
z prostoru diferencovatelnych funkci do prostoru vsSech funkci.

(19) Zobrazeni z prostoru vSech integrovatelnych funkci na uzavieném intervalu do R
prifazujici funkci jeji urcity integral. (]

Cvi€eni. Linearni zobrazeni U — V je homomorfismus grup (U, +,0,—) — (V,+,0,—).
Specialné,

f0)=0 a  f(-u)=—f(u) O
Cviceni. Bud f: U — V zobrazeni vektorovych prostori. Matematickou indukei ukazte,
7e f je linearni pravé tehdy, kdy# pro libovolné n € N, u1, ..., u, € U askalary p',...,p"
plati

Flur 4+ pup) = plfur) + -+ " f (un),
tedy obraz linedrni kombinace je linearni kombinace obraz. O

Cvi€eni. Bud f: V — W linearni zobrazeni. Je-li U podprostor V, potom f(U) je
podprostor W. O

Linearni zobrazeni je jednozna¢né ur¢eno obrazy vektort libovolné béze:

Tvrzeni 11.1.1. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, (uy,...,u,) bdze U. Pak
pro kaZdou n-tici vy,...,v, € V exmistuje prdvé jedno linedrni zobrazeni f: U — V
takové, zZe f(uy) =vi,..., f(up) = vp.

Diikaz. Budte vy, ..., v, € V. Prowu € U existuji 2',...,2" € P tak, ze u = 2 uy +-- -+
2"uy,. Polozme f(u) = z'vy + --- + 2™v,. Cvieni: ovéite, Ze f(u;) = v;, f je linearni
a je-li f’ zobrazeni s témito vlastnostmi, potom f’ = f. O

Tvrzeni 11.1.2. Budte f: U —»V a g: V — W linedrni zobrazeni. Pak go f: U — W
je linedrni zobrazend.

Diikaz. Budte U, V, W vektorové prostory nad polem P. Pro libovolna w1, us € U mame

(go f)(ur +u2) = g(f(ur +u2)) =
=g(f(u1) + f(u2)) =
= g(f(u1)) +9(f(u2)) =
= (g o f)(u1) + (g o f)(u2).

Pro libovolné u € U a p € P méame

(go f)(pu) = g(f(pu)) =
= g(pf(w))
=pg(f(u)) =
=p(go f)(u). 4
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11.2. Jadro a obraz

Definice 11.2.1. Bud f: U — V linearni zobrazeni. MnoZina
Ker f ={u e U] f(u) =0}

je jadro zobrazeni f a mnozina
Im f = f(U) = {f(u)] u e U}

je obraz zobrazeni f.

Tvrzeni 11.2.1. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak

(1) Ker f je podprostor U,

(2) Im f je podprostor V.
Diikaz. (1) (i) f(0) = 0, takze 0 € Ker f. (ii) Pro uj,us € Ker f plati f(u1 + ua) =
f(u1) + f(uz) = 0+ 0 = 0, takZe u; + ug € Ker f. (iii) Pro u € Ker f a p € P plati
f(pu) =pf(u) =p-0=0, takze pu € Ker f.

(2) (i) f(0) = 0, takze 0 € Im f. (ii) Pro vy,v2 € Im f existuji u,uz € U takové,
7ze f(u1) = v1 a f(u2) = va. Potom f(ur + u2) = f(ui) + f(uz) = v1 + v, takze
vy +vg € Im f. (iii) Budte v € Im f a p € P. Potom existuje u € U takové, ze f(u) = v,
a f(pu) = pf(u) = pv, takze pv € Im f. O
Priklad. (1) Pro linearni zobrazeni re z piikladu (9) plati:

Imre =R, Kerre = Ri = {ri| r € R}.
(2) Pfi rovnob&zném promitani p: E3 — E? je podprostor Kerp totozny se smérem
promiténi, kdezto Imp = E?.
(3) Pii otadeni ¢n: E? — E? o thel a # 2k7 je Im ¢, = E?, zatimco Ker ¢, je nulovy
podprostor. O
Tvrzeni 11.2.2. Linedrni zobrazeni f je injektivni prdvé tehdy, kdyz Ker f = {0}.
Diikaz. Bud f injektivni. Zfejmé 0 € Ker f. Je-li u € Ker f, pak f(u) = f(0) = 0, a diky
injektivité w = 0. Cili Ker f = {0}.

Necht Ker f = {0}. Je-li f(u1) = f(uz2), pak f(u; —u2) = f(u1) — f(uz2) = 0, takze
up — ug € Ker f, Gili uy —uo =0 a up = us. O

Cviéeni. Bud f: U — V linearni zobrazeni. Potom f je injektivni pravé tehdy, kdyz
pro kazdou linearné nezavislou mnozinu {uy,...,u,} C U je {f(u1),..., f(uy)} linearné
nezavisld mnozina.

Tvrzeni 11.2.3. Bud f: U — V linedrni zobrazeni, kde U je konecnérozmérny prostor.
Potom f je injektivni prdvé tehdy, kdyz ezistuje bize (ui, ..., u,) prostoru U takovd, Ze
{f(u1),..., f(up)} linedrné nezdvisla mnozina.

Diikaz. ,,=“ Necht f je injektivni. Jelikoz U je konetnérozmérny, podle Tvrzeni [9.3.1
ma bazi, ozna¢me ji (uq,...,uy). Jestlize

a2t f(ug) + -+ 2" f(un) =0,
potom diky linearité f

f(mlul + -+ 2"uy,) =0, tj. zlug 4+ - + 2", € Ker f.
Podle Tvrzeni Ker f = {0}, takze

zlup + -+ 2"u, = 0.

7 linearni nezavislosti mnoziny {uy,...,u,} plyne 2! = -.. = 2 = 0. Tedy, mnozina
{f(u1),..., f(uy)} je linedrné nezavisla.
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»<="* Necht Umaé bazi (u1, ..., uy,) takovou, ze { f(u1), ..., f(un)} je linedrné nezavisla
mnozina. Budte
w=z'uy + -+ 2 up, v=ylu; + -+ 1y u,
takové, Ze

> @' f(w) = f <Z Jiluz) =flu)=flv)=f (Z yiuz) = ' f(w).
=1 i=1 i=1 i=1

Potom
(" = y")f(wr) 4+ (@ = y") fun) = 0

a z linearni nezavislosti mnoziny {f(u1),..., f(u,)} plyne
l—yl= . =2"—y" =0 ¢ili et=yl . 2" =" a u="v.
TakZe f je injektivni. O

Tvrzeni 11.2.4. Bud f: U — V linedrni zobrazend, kde U je konecnérozmérny prostor.
Potom f je surjektivni prave tehdy, kdyz existuje bdze (uy,...,uy) prostoru U takovd, Ze

{f(u1),..., f(un)} generuge V.

Diikaz. ,,=*“ Necht f je surjektivni. Jelikoz U je konecnérozmérny, podle Tvrzeni [9.3.1
ma bazi, ozna¢me ji (u1,...,uy,). Bud v € V. Jelikoz f je surjektivni, existuje

uw=alu +-- 42", €U
takové, Ze
v=flu) = flatur + -+ a"up) = ' fu) + -4 2" fun).

Tedy, {f(u1),..., f(un)} generuje V.
»<=“ Necht U ma bézi (u,...,u,) takovou, ze {f(u1),..., f(u,)} generuje V. Bud
bud v € V. Potom

v=a flu)) 4+ 2" F(un) = f(ztug + -+ 2"uy,).

Tedy, f je surjektivni. O
Cviceni. Bud f: U — V line4rni zobrazeni, kde U je kone¢nérozmérny prostor. Potom
f je surjektivni pravé tehdy, kdyZ pro kazdou mnozinu generatorii {uy, ..., u,} prostoru
U mnozina {f(u1),..., f(u,)} generuje prostor V. O

Jsou-li oba prostory U, V kone¢nérozmérné, pak ¢islo dim Ker f se nazyva defekt a ¢islo
dim Im f hodnost linedrniho zobrazeni. Plati o nich nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 11.2.5. Budte U,V konecnérozmérné vektorové prostory a f: U — V linedrni
zobrazeni. Pak

dimKer f + dimIm f = dim U.

Diikaz. Bud (uy,...,u,) baze podprostoru Ker f a dopliime ji vektory w1, ..., u, do
baze (u1,...,Um, Um+t1, ..., Uy,) prostoru U.

Potom mnoZina {f(u1),..., f(um), f(um+1),--., f(un)} generuje f(U) = Im f (viz
Tvrzeni [11.2.4). Jelikoz f(u1) = -+ = f(uy) = 0, tak i mnozina {f(um41), ..., f(un)}
generuje Im f.

Jestlize

merlf(um—i-l) +eee xnf(un) =0,
diky linearité f tedy

f(a:mHumH + - 4+ 2"u,) =0, tj. 2™y 4+ 4 2™, € Ker f,
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potom pro vhodné koeficienty z!, ..., z™
"M 4+ 4 2" = ztug + -+ MU,
tedy
zlug + -+ 2™ uy, — a:m+1um+1 — o= 2", = 0.
Z linearni nezavislosti mnoziny {uq, ..., Um, Um+1, - - -, Un} VYPLyVa, Ze vSechny koefici-
enty zt, ..., 2™ 2™ .. 2" jsou nulové, takze mnozina {f(umi1),. .., f(u,)} je line-

arné nezavisla.
Tedy, (f(wm+1),---,f(un)) je baze podprostoru Im f, takze dimIm f = n — m =
dim U — dim Ker f. O

11.3. Izomorfismy

Stejné jako u jinych algebraickych struktur, bijektivni homomorfismy se nazyvaji izo-
morfismy.

Definice 11.3.1. Izomorfismus vektorovych prostort je bijektivni linearni zobrazeni.
Vektorové prostory U, V jsou izomorfni, existuje-li mezi nimi izomorfismus. Zapisujeme
U=V.

Priklad. (1) Homotetie f.: a — ca z prikladu je izomorfismus pravé tehdy, kdyz
c#0.

(2) Homomorfismus z — Z z piikladu (8)) je izomorfismus C = C.

(3) Homomorfismus re z piikladu (9) nenf izomorfismus (neni injektivni).

(4) Otéaceni je izomorfismus.

(5) Rovnobé&zné promitani £ — E? neni izomorfismus. O

Tvrzeni 11.3.1. Bud f: U — V linedrni zobrazeni, kde U je konecnérozmérny prostor.

Potom f je izomorfismus prdavé tehdy, kdyZ existuje baze (uy, ..., u,) prostoru U takovd,
Ze (f(u1),..., f(un)) je bdze prostoru V.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z Tvrzeni|11.2.3|a[11.2.4 O
Cviéeni. Bud f: U — V linearni zobrazeni, kde U je kone¢nérozmérny prostor. Po-
tom f je izomorfismus pravé tehdy, kdyz pro kazdou bazi (ui,...,u,) prostoru U je
(f(u1),..., f(uyn)) baze prostoru V. O

Tvrzeni 11.3.2. Bud f: U — V izomorfismus. Pak f~1: V — U je také izomorfismus.

Diikaz. Zobrazeni f je bijektivni, takZze k nému existuje inverzni zobrazeni f~!, a to
je také bijektivni. Zbyva dokazat, Ze je linearni. Budte vy,v9 € V. Diky bijektivnosti
zobrazeni f existuji ui,up € U takové, ze f(u1) = v1 a f(u2) = va. Potom

S o+ v2) = f7H(f(un) + f(ug)) =
= [Tl +u2)) =

= Ul + U2 =
= [ w) + £ (v).
Dikaz homogenity nechdme jako cviceni. O

Cviceni. Dokazte, ze relace ,,byt izomorfni“ je relace ekvivalence (reflexivni, symetricka,
tranzitivni). O
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Izomorfni prostory se z hlediska linearni algebry lisi jen v oznaceni prvka a operaci,
neni mezi nimi zadny rozdil odhalitelny prostiedky linearni algebry.

V koneénérozmérném piipadé je situace obzvlast prijemna: kazdy prostor je izomorfni
s nékterym prostorem P".

Tvrzeni 11.3.3. KaZdy konecnérozmérny vektorovy prostor U nad polem P je izomorfni
s prostorem PYmU

Diikaz. Zobrazeni U — PY™mU Kkteré vektortim piifazuje jejich soufadnice vzhledem
k pevné zvolené bézi, je izomorfismus (ovéite podrobné). O

Poéitani se souradnicemi vektort z U je tedy pocitani v izomorfnim prostoru P4mU,
Na druhé strang, tento izomorfismus zavisi na volbé béze, a to je divod, pro¢ neni vhodné

prostory U a PImU ztotoziiovat.
Tvrzeni 11.3.4. Koneénerozmeérné vektorové prostory nad stejngm polem jsou izomorfni
prave tehdy, kdyzZ maji stejnou dimenzi.

Diikaz. Bud f: U — V izomorfismus (tedy, mimo jiné, injekce a surjekce). Potom
dimKer f = 0 (viz Tvrzeni a dimIm f = dimV, a proto diky Tvrzeni
dimU =dimKer f + dimIm f = dim V.

Jestlize dimU = dim V, pak U = pimU — pdimV ~ y/ O

11.3.1. Pi#imé soucty vektorovych (pod)prostori

U7 zname [pfimy soucet prostoril| a [pfimy soucet podprostorul Jsou-li Uy,...,U,
podprostory vektorového prostoru U, pak mohou existovat dva rtzné pfimé soucty,
Ui+...4U, a U @ --- @ U,. Prvni z nich je podprostor prostoru U, kdezto druhy
neni. Nicméné, podle nasledujiciho tvrzeni tyto primé soucty jsou izomorfni.

Tvrzeni 11.3.5. Budte Uy, ..., U, podprostory koneénérozmérného vektorového prostoru
U. Pak ndsledujici vijroky jsou ekvivalentni:

(1) soucet Uy + - -- 4+ Uy je primyj;

R)Ui+-+UnZ2U1®---®U,.

Diikaz. Predpokladejme, Ze soucet Uy + - -- + Uy, je pfimy. Bud p: Uy & --- ® U, —
U+ -+ Up, (ug,...,up) — ujg + -+ + uy. Zobrazeni p je linearni (cvi¢eni). JelikoZ
soucet Uy +- - -+ U, je piimy, kazdé u € Uy + - - -+ Uy, lze zapsat pravé jednim zptisobem
jako u = uy; + -+ 4+ up, kde u; € U; pro kazdé i = 1,...,n. Muzeme tedy definovat
zobrazeni Uy + -+ U, - Uy @ --- ® Uy, u > (uq,...,uy). Toto zobrazeni je inverzni
k p, tudiz p je bijekce, a tedy izomorfismus.

Predpokladejme, 7e Uy + -+ + U, £ Uy & -+ ® U,. Potom dim(U; + --- + U,) =
dim(U1 & ---dU,) =dimU; + - - - +dim U,, a podle Tvrzenisouéet Ur+---+U,

je primy. O
Cviceni. Dokazte, ze zobrazeni p z predchoziho dikazu je linearni. O
Cvic¢eni. Pro kazdé ¢ = 1,...,n zobrazeni m;: Uy & --- ® U,, — U; zadané predpisem
(u1,...,up) — u; se nazyva i-ta projekce.
Pro kazdé ¢ = 1,...,n zobrazeni ¢;: U; — Uy & --- & U, zadané predpisem u +—>
0,...,0,u,0,...,0), kde u stoji na i-tém misté, se nazyva vloZeni i-tého s¢itance.
UkaZte, Ze projekce m; a vloZeni ¢; jsou linearni zobrazeni. Spoctéte m; o ¢;. O

11.4. Matice linearniho zobrazeni

V prikladu v pro kazdou matici A typu m x n nad polem P je fa: P* — P™,
x +— Az, linedrni zobrazeni.
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Na druhou stranu, pro kazdé linedrni zobrazeni f: P" — P™ existuje jedind matice
A takova, ze f = fa. Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; i-ty vektor kanonické baze
P" tedy e; = (0,...,0,1,0,...,0), kde 1 je na i-tém misté. Potom pro libovolné z =
(xl,...,2") € P" plati

flz) = flaler+ - +aen) =2 fler) + - +a"f(en).
Cili pro matici A, jejiz sloupky jsou fler),..., f(en), plati f(z) = Az a f = fa.

Obdobné lze libovolnému linearnimu zobrazeni mezi koneénérozmérnymi vektorovymi
prostory prifadit matici, ktera toto zobrazeni popisuje, a to sice matici reprezentujici pii-
slusné linearni zobrazeni mezi prostory souradnic vektori vzhledem ke zvolenym bazim
vektorovych prostort.

Definice 11.4.1. Budte U,V vektorové prostory, u = (ui,...,u,) baze U, v =
(v1,...,0y) baze Va f: U — V linearni zobrazeni. Matice A typu m x n, jejiz i-ty
sloupek je tvofen soufadnicemi vektoru f(u;) vzhledem k bézi v, je matice linedrniho
zobrazeni f vzhledem k bazim u a v.

Jestlize f je linearni transformace, tedy U = V, a u = v, potom A je matice linedrni
transformace f vzhledem k bézi v.

Presnéji, Ag je j-ta souradnice obrazu f(u;) vzhledem k bazi v. Plati tedy
flui) = Alv;.
J

Tvrzeni 11.4.1. Budte U,V koneénérozmérné vektorové prostory, u baze U, v bdze V,
f: U — V linedrni zobrazent, u € U, A matice f, x soufadnice u, y souFadnice f(u)
vzhledem ke zvolenym bdzim. Potom

y = Azx.
Je-li B matice takovd, Ze y = Bx, potom B = A.

Diikaz. Necht u = (u1,...,up), 0 = (V1,...,0m), T = (', .2 ay = (y...,y™).
Jelikoz u =), x'u;, tak

fw) =1 (Zz xluz) - ZZ fa'ui) = Zz o' f(ui) = ZZ 2 Zj Afvj =
- Zj Zl z' Ao = (ZZ 3721411) vt (ZZ xZA;”> V.-

Cili j-ta souradnice vektoru f(u) vzhledem k bazi v je y/ =, 2’ Al =", Alz?, coz je
pravé hodnota ziskana na j-tém fadku soudinu matic A - x, a tedy y = Az.

Bud B matice takova, ze y = Bz. Potom B méa n sloupkd, aby sou¢in Bx mohl
existovat, a m radku, aby se souc¢in Bx mohl rovnat y. Cili B je typu m X n stejné
jako A. Proi € {1,2,...,n} ozna¢me x; = (z},...,2") soufadnice vektoru u; vzhledem
k bazi u a y; = (y},...,y") soufadnice vektoru f(u;) vzhledem k bézi v. Potom x; =
0,...,0,1,0,...,0), kde 1 je na i-tém misté, a y; = Bx; = B;. Podle definice matice
linedrniho zobrazeni zaroven y; = A7, takze B = A. O

Piiklad. Mé&jme a: Ryfz] — Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomu
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomi stupné nejvyse 1, které polynomu pfifazuje jeho
derivaci. Ovérte, Ze se jedna o linedrni zobrazeni.
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V Ro[z] uvazujme béazi (1, z,2?) a v Ry[z] bazi (1, ). Ovéite, Ze jsou to baze. Najdeme
obrazy vektorti baze (1, x,x?) pii zobrazeni a a jejich soufadnice v bazi (1, z).

a(l) =0, soufadnice vektoru 0 v bazi (1, z) jsou (0,0);
alr) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (1, z) jsou (1,0);
ofx?) = 2z, soufadnice vektoru 2z v bazi (1, z) jsou (0, 2).

[Matice zobrazeni| o vzhledem k bazim (1, z,z2) a (1, 2) tedy je

010
A‘(o 0 2)‘

Naptiklad, a(3z2+22+7) = 6x+2. Vektor 322 +2x+7 ma v béazi (1, r, 2%) souradnice
x = (7,2,3) a vektor 6x + 2 ma v bazi (1, x) souradnice y = (2,6). Ovéite. A plati

7
010 2
A-x-(o 0 2)- 2 —<6>—y. O
3
Piiklad. Matice identického zobrazeni id: U — U, id(u) = u, vzhledem k bazim ¢ a ¢
(v tomto pofadi) je matice pFechodu od baze ¢ k bazi ¢’ O

Tvrzeni 11.4.2. Budte U, V, W vektorové prostory, u baze U, v bdze V, to bize W. Budte
a:U =V, 3:V = W linedrni zobrazeni. Bud A matice zobrazeni o vzhledem k bdzim u
a v, bud B matice zobrazeni 3 vzhledem k bazim v a vo. Potom BA je matice zobrazeni
B o a vzhledem k bdzim u a to.

Dikaz. Necht u = (u1,...,Um), 0 = (V1,...,0,) a 0 = (wi,...,wp). Jelikoz a(u;) =
Zj Alv; a B(v;) =3, B]]?wk, tak

(Boa)(w) = Bla(u)) = 8 (Y. Aly;) =D AlBw) =Y AIY", Bl =
= Zj,k Ang’wk = Zk Zj AiBfwk =
= (Zg AIB)wi + -+ (ZJ AIBY) w,

Cili v k-tém Fadku i-tého sloupku matice zobrazeni 8 o « je Zj AgB;? = Zj B}“Ag, coZ
je totéz, co dostaneme na stejném misté v soucinu B - A. U

Tvrzeni 11.4.3. Bud « izomorfismus a A jeho matice vzhledem k né&jakym bdzim. Pak

A je invertibilng a A™' je matice inverzniho izomorfismu a1

Diikaz. Bud o: U — V a bud B matice linearniho zobrazeni a~': V — U vzhledem
k pifsludnym bazim. Matice linearniho zobrazeni o' oa = idyy vzhledem k bézi prostoru
U je jednotkova matice E a podle predchoziho tvrzeni je to matice BA. éili, BA=F,
A je tedy invertibilni a A™! = B. O

Dusledek. KazZdd matice prechodu od bdze k bdzi je invertibilnd.

Diikaz. Podle uvedenych definic matice pfechodu je totéz co matice identity, coz je izo-
morfismus. (]

Tvrzeni 11.4.4. Bud U vektorovyj prostor s bdzemi u a v, bud Q matice prechodu od
bize u k bdzi w. Bud V vektorovy prostor s bdizemi v a v', bud R matice prechodu od
bize v k bdzi v'. Bud «: U — V linedrni zobrazeni, bud A matice zobrazeni o vzhledem
k bdzim uw a v a bud A’ matice zobrazeni o vzhledem k bdzim u' a v'. Pak

A = RAQ™L
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o s / / !/ !/ / /
Diikaz. Necht u = (uy,...,up), W = (u),...,u)), 0 = (v1,...,0p) a v’ = (v],...,v],).
Situaci mizeme znazornit diagramem

U a A%
(Uty o sun) | A | (1,0, 0m)
idUiQ idviR
U a A%
(Wy,...,up) | A | (V... 0,)

V rozich stoji vektorové prostory s vyznacenymi bézemi, Sipky oznacuji linearn{ zobrazeni
a jsou u nich uvedeny také matice téchto zobrazeni. Plat{ a o idy = idy o a a také
a=idyoao idEl. Podle Tvrzeni|11.4.2| o matici slozeného zobrazeni potom

A'Q=RA ataké A =RAQ'. a

Priklad. Mé&jme a: Rof[z] — Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomi
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomii stupné nejvyse 1, které polynomu pfifazuje jeho
derivaci.

(1) Nejprve uvazujme (staré) baze (1, z,2?) v Ro[z] a (1,7) v Ry[z]. Ovéite, Ze jsou to
baze. Najdeme obrazy vektort baze (1,z,2%) pii zobrazeni « a jejich soufadnice v bazi
(1,z).

a(l) =0, soufadnice vektoru 0 v bazi (1,x) jsou (0,0);
a(r) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (1,x) jsou (1,0);
a(z?) = 2z, soufadnice vektoru 2z v bazi (1,z) jsou (0, 2).

[Matice zobrazeni| o vzhledem k bazim (1, x,z?) a (1, ) tedy je
010
A= (0 0 2) '
(2) Nynf uvazujme (nové) baze (22, z+1,2) v Ro[z] a (z+1,1) v Ry [x]. Ovéite, Ze jsou

to baze. Najdeme obrazy vektort baze (22, + 1,z) pii zobrazeni a a jejich soufadnice
v bazi (z +1,1).

a(z?) = 2z, soufadnice vektoru 2x v bazi (z + 1,1) jsou (2, —2);
alr+1) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (z + 1,1) jsou (0, 1);
alr) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (x 4+ 1,1) jsou (0, 1).

[Matice zobrazeni| o vzhledem k bazim (22, z + 1,z) a (z + 1,1) tedy je

2 00
A2_<—2 1 1>'

Napiiklad, a(32%+2z+7) = 62+2. Vektor 32242247 ma staré soutadnice a = (7,2, 3)
a nové soufadnice a’ = (3,7, —5). Vektor 6x + 2 méa staré souradnice b = (2,6) a nové
soufadnice b’ = (6, —4). Ovéfte. A plati

7
010 9
Al'“‘(o 0 2)’ ; _(6>_b
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3
, (20 0} (6N,
ard = (3 0 ) (7] = (5) -7

IMatice piechodu| od staré baze (1,z,2?) k nové bazi (22, x + 1,z) v Ra[z] je

00 1
Qs=| 100
~110

Matice pfechodu od staré baze (1,z) k nové bazi (z +1,1) v Ry[z] je

QF(‘I) _})

1_ (0 1\ (0 10
Q2 A1 G _<1 —1)'(0 2 (
0 1
01 1)< (2
10

_ o o

1 0

11

00

0 0

11) As. =

Poznamka. Pokud ve Tvrzeni|11.4.4U = V,u=vau =v/ tedy Q = R a « je linearni
transformace V — V, potom

A = QAQL

Definice 11.4.2. Matice A je podobnd matici B, jestlize existuje invertibilni matice
Q takova, ze B = Q7' AQ. Zapisujeme A ~ B.
Zobrazeni A — Q7 1AQ je podobnostni transformace.

Cviceni. Dokaite, Ze relace = je relace ekvivalence na mnoziné v8ech ¢tvercovych matic
stejného typu nad stejnym polem. O

Priklad. Matice jedné linearni transformace vzhledem k rtiznym bézim jsou podobné. [

11.5. Determinant

Je-i A = (Aé) ¢tvercova matice typu n x n nad polem P, potom |det A| je objem
n-rozmérného rovnobéznosténu v P™ uréeného vektory (vrcholy)

0 Al Al AL
0 A2 A2 A2
0 AP AP An

Necht fa: P" — P", fa(z) = Az (viz Piiklad (7)) v podkapitole[I1.1). Bud (e1, ..., €,)
kanonickd baze v P". Potom pro kazdé i € {1,2,...,n} fa(e;) = Ae; = A7, ¢ili ob-
raz i-tého vektoru kanonické baze je i-ty sloupek matice A, A je tedy matice linearni
transformace fa vzhledem ke kanonické bazi, a obraz jednotkové krychle dané vrcholy
0,e1,...,en, jejiz objem je roven 1, je rovnobéznostén dany vrcholy 0, A7,..., A; o ob-
jemu | det A|.

Volbou jiné béaze dostaneme matici podobnou matici A se stejnym determinantem.
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Tvrzeni 11.5.1. Podobné matice maji stejné determinanty.
Diikaz. Necht A, B jsou podobné matice, tedy B = Q~'AQ. Potom
det B = det(Q1AQ) =det Q! - det A- det Q =

=— A = A. O
dotQ det A - det ) = det

11.6. Algebraicka struktura na mnoziné linearnich zobrazeni

Definice 11.6.1. Budte U,V vektorové prostory nad polem P a f,g: U — V zobra-
zeni.

(1) Zobrazeni f + g: U — V, zadané predpisem
(f +9)(u) = f(u) +g(u)

pro libovolny vektor u € U, je soucdet zobrazeni f a g.
(2) Bud ¢ € P. Zobrazeni cf: U — V, zadané predpisem

(cf)(u) = c- f(u)

pro libovolny vektor u € U, je c-ndsobek zobrazeni f.

Tvrzeni 11.6.1. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, f,g: U — V linedrni
zobrazeni a ¢ € P. Pak zobrazeni f 4+ g, cf jsou linedrnd.

Diikaz. Cviceni. |

Budte U, V vektorové prostory nad polem P. MnoZinu v8ech linearnich zobrazeni z U
do V ozna¢me Homp (U, V). Tedy

Homp(U,V) ={f: U — V| f je linearni zobrazeni nad polem P}.

Tvrzeni 11.6.2. Budte U,V vektorové prostory nad polem P. Pak mnozina Homp(U, V)
s operacemi scitdni zobrazeni a mdsobeni zobrazeni skaldrem je vektorovy prostor nad
polem P.

Diikaz. Cviceni. 0

Tvrzeni 11.6.3. Budte U,V wektorové prostory nad polem P, ¢ € P, f,g: U — V
linedrni zobrazeni a A, B jejich matice vzhledem ke zvolengm bdzim. Pak

(1) A+ B je matice linedrniho zobrazeni f + g vzhledem ke stejnygm bdzim,
(2) cA je matice linedrniho zobrazeni cf vzhledem ke stejnym bdzim.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 11.6.4. Budte U,V konecénérozmeérné vektorové prostory nad polem P, dim U =
n adimV = m. Pak vektorovy prostor Homp(U, V') je izomorfni s prostorem P™*™ vsech
matic typu m X n nad polem P.

Diikaz. Tvrzeni dokdZzeme tak, Ze najdeme prislusny izomorfismus. Budte u baze U,
v baze V a ¢: Homp(U,V) — P™*" zobrazeni, které kazdému linearnimu zobrazeni
f: U — V prifadi jeho matici vzhledem k bazim u a v.

Potom ¢ je bijekce, protoze kazda matice typu m xn je matici pravé jednoho linearniho
zobrazeni U — V vzhledem k uvedenym bazim (ovéfte podrobné). Navic, podle pred-
choziho tvrzeni ¢ je linearni, protoze matice zobrazeni f+ g je souc¢et matic jednotlivych
zobrazeni f a g a matice zobrazeni cf je c-nasobek matice zobrazeni f. O
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Na mnoziné Homp(V, V') mizeme navic uvazovat binarni operaci o skladani linearnich
transformaci s neutralnim prvkem idy (mnoZina s asociativni binarni operaci s neutral-
nim prvkem je monoid).

Tvrzeni 11.6.5. Bud V wvektorovy prostor nad polem P. Pak pro libovolnd f,g,h €
Homp(V,V) a c € P plati

folg+h)=Ffog+foh,
(f+g9)oh=foh+goh,
foleg)=(cflog=c(foyg).
Drikaz. Cviceni. O

Algebraicka struktura, kterd je souCasné monoid i vektorovy prostor nad polem P
a plati pro ni identity uvedené v predchozim tvrzeni, je asociativni P-algebra. Tudiz,
Homp(V, V) je asociativni P-algebra.

Jiny priklad asociativni P-algebry je mnoZzina P"*"(= gl(n, P)) vSech ¢tvercovych
matic typu n x n nad polem P vzhledem k bindrnim operacim nasobeni a s¢itdni matic
a k operaci nasobeni skalarem (ovéite).

Podle predchozich tvrzeni v koneénérozmérném piipadé P-algebra Homp(V,V) je
izomorfni P-algebte gl(n, P).

Pro libovolné celé nezéaporné ¢islo k zavedme linearni transformaci f*: V — V pied-
pisem
f*) = f(f(--- f(v)---)) pro libovolné v € V, tj. f¥ = fo---of.
k k

Tedy, f*=idy, f'=f, f=fofaf"*=fofm

Definice 11.6.2. Bud p = a;2™ + -+ + a12 + ap € Plz] polynom. Bud f: V = V
linearni transformace vektorového prostoru V nad polem P a A &tvercovad matice nad
polem P. Polozme

p(f) =amf™ +--+aif +aoidy,

p(A) = apA™ + - + a1 A+ aoE,

kde E je jednotkova matice stejného rozméru jako matice A.
Lineéarni transformace p(f), resp. matice p(A) vznikla dosazenim linedrni transformace
f, resp. matice A do polynomu p.

Hodnota transformace p(f) ve vektoru v € V' se zapisuje p(f)(v).

Piiklad. Necht p = 22 — 22 + 2. Pak pro libovolnou linearni transformaci f: V — V
méame p(f) = f2 — 2f + 2id a pro libovolny vektor v € V mame p(f)(v) = f(f(v)) —
2f(v) + 2v. O

Tvrzeni 11.6.6. Bud'p polynom a bud A matice linedrni transformace [ vzhledem k né-
jaké bazi. Pak p(A) je matice linedrni transformace p(f) vzhledem k téZe bazi.

Diikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 11.6.7. Budte p,q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci [ a libovol-
nou Ctvercovou matici A plati

(p+q)(f) =p(f) +a(f), (pa)(f) = p(f) o q(f),
(r+q)(A) =p(A) +q(A), (pq)(A) = p(A)q(A).
Dikaz. Cviceni. O
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Disledek. Budte p, q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci f a pro libovolnou
Gtvercovou matici A plati

p(f) e a(f) = a(f) o p(f), p(A)a(A) = ¢(A)p(A4)
(Fikame, Ze p(f) a q(f) komutuji a p(A) a q(A) komutugi).
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12. VLASTNI VEKTORY

Méjme linearni transformaci f: V — V a jeji matici A vzhledem k né&jaké bazi. Obraz
vektoru v pfi linedrni transformaci f™ muZzeme najit pomoci toho, Ze spoteme jeho
soufadnice, a to tak Ze souradnice vektoru v vynasobime matici A", protoZe to je matice
transformace f™ (v8e samoziejmé vzhledem ke zvolené bazi). Je tedy zadouci volit bazi
prostoru tak, aby matice transformace byla co nejjednodussi, pokud mozno diagonalni,
protoZe potom se jeji mocnina pocita velice jednoduse.

12.1. Definice, priklady

P1i linearn{ transformaci V' — V se kazdy vektor z prostoru V' zobrazi na néktery
vektor opét z prostoru V. Mize se tedy stat, ze vektor se zobrazi na né&jaky sviyj skalarni
nésobek.

Definice 12.1.1. Bud f: V — V linearni transformace vektorového prostoru V nad
polem P. Skalar A\ € P je vlastni hodnota (v piipadé ¢iselného pole P wlastni ¢islo)
transformace f, jestlize existuje nenulovy vektor v € V takovy, Ze

f(v) = .
Je-li A je vlastni hodnota transformace f, potom kazdy vektor v € V takovy, Ze
f(v) = Av, je vlastni vektor transformace f prislusny vlastni hodnoté A.

Analogicky jsou definovany vlastni vektory a vlastni hodnoty (¢isla) ¢tvercové matice.

Definice 12.1.2. Bud A ¢tvercova matice fadu n nad polem P. Skalar A € P je vlastni
hodnota (vlastni ¢islo) matice A, jestlize existuje nenulovy vektor (uspofadané n-tice,
sloupkova matice) z € P™ takovy, 7Ze

Ax = Ax.

Je-li A je vlastni hodnota matice A, potom kazdy vektor x € P™ takovy, ze Ax = Az,
je vlastng vektor matice A p¥islusny vlastni hodnoté A.

Tedy, aby skalar A byl vlastni hodnotou linearni transformace nebo ¢tvercové matice,
musi existovat nenulovy vektor, ktery se zobrazi tou linearni transformaci, resp. ¢tver-
covou matici na sviij A-nasobek. V takovém piipadé i nulovy vektor je vlastni vektor
prislusny vlastni hodnoté A.

Priklad. (1) Je-li V netrivialni prostor (obsahuje nenulovy vektor), pak pro identickou
transformaci id: V' — V', id(v) = v, kazdy vektor v € V' je vlastni s vlastni hodnotou 1,
protoZe id(v) =1 - v.

(2) Je-li V netrivialni prostor, pak pro nulovou transformaci 0: V' — V', 0(v) = 0, kazdy
vektor v € V' je vlastni s vlastni hodnotou 0, protoze 0(v) =0 - v.

(3) Je-li V' netrivialni prostor a c¢ skalar, pak pro transformaci f.: V. — V, f.(v) = cv,
kazdy vektor v € V je vlastni s vlastni hodnotou c.

(4) Pro rovnob&zné promitani E3 — E3 podél vektoru v # 0 na rovinu U C E3
prochéazejici po¢atkem, kde v ¢ U, vektor v a v8echny jeho nasobky jsou vlastni vektory
s vlastnim ¢islem 0, kazdy vektor z U je vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1 a jiné vlastni
vektory tato transformace nemé.

(5) Pro rotaci E2 — E? o tihel 0 < ¢ < 27

(a) je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor je vlastni s vlastnim
Gislem 1;
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(b) je-li ¢ = m, pak jde o stfedovou symetrii v — —v = (—1)v a kazdy vektor je vlastni
s vlastnim ¢&islem —1;

(c) v ostatnich pfipadech neexistuje zadny vlastni vektor.

(6) Rotace E3 — E3 o tihel 0 < ¢ < 27 kolem zvolené pevné osy L prochazejici pocat-
kem. Ozna¢me L' rovinu prochézejici poc¢atkem kolmo k L (tzv. ortogonalni doplnék).
(a) Je-li ¢ = 0, pak jde o identickou transformaci a kazdy vektor je vlastni s vlastnim
¢islem 1;

(b) je-li ¢ = 7, pak kazdy vektor z L je vlastni s vlastnim éislem 1, kazdy vektor z L+
je vlastni s vlastnim ¢islem —1 a zadny jiny vlastni vektor tato transformace nemé;

(c) v ostatnich pripadech kazdy vektor z L je vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1 a zadny
jiny vlastni vektor neexistuje.

(7) Bud V vektorovy prostor vSech hladkych funkci R — R (maji spojité derivace vSech

fadi) a bud §: V. — V, §(f) = f' transformace, ktera funkei f prifadi jeji derivaci f’.

7 matematické analyzy vime, Ze pro libovolné A € R plati (e)‘m ) = e ¢li funkce et

a kazdy jeji skalarni nasobek jsou vlastni vektory transformace § s vlastnim ¢islem A.
Bud f € V libovoln4 funkce s vlastnosti f/ = Af. Potom

(f(@)e ) = Af(z)e ™ — f(z)de N =0,

¢ili funkce f(z)e™ je konstantni. Oznacime-li f(x)e ™ = ¢, dostaneme f(z) = ce
takze kazda funkce s vlastnosti f/ = Af je skalarni nasobek funkce e**. To znamena,
7e kazdé realné &islo A je vlastni ¢islo transformace § a prislusné vlastni vektory jsou
viechny skalarni nasobky funkce e®. O

A Ax
)

Cviceni. Urcete vSechny vlastni vektory nésledujicich linearnich transformaci vektoro-
vého prostoru C nad R. Navod: Pomozte si geometrickou interpretaci v Gaussové roving.

(1) Zobrazeni C — C, z — Zz, kde Z je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z.
(2) Zobrazenire: C — R, z + rez = 3(2 + %) (redlna cast &isla z). O

12.2. Vypocet vlastnich c¢isel a vlastnich vektoru

Tvrzeni 12.2.1. Bud f: V — V linedrni transformace. Potom

(1) skalar \ je vlastni hodnota transformace f prdvé tehdy, kdyZ f — Nidy nent
injektivng;

(2) mnozina viech vlastnich vektori prislusngch vlastni hodnoté X transformace f je
Ker(f — Nidy ), tedy podprostor prostoru V.

Diikaz. Budte v € V' a X skalar. Nasledujici vztahy jsou ekvivalentni:
f(0) = Ao
f(v) —Av=0
J(v) = (Aidy)(v) = 0
(f = Aidy)(v) =0
v € Ker(f — Aidy)
TakZe A je vlastni hodnota pravé tehdy, kdyz v Ker(f — Aidy ) existuje nenulovy vektor,
coz podle Tvrzeni [11.2.2] je pravé tehdy, kdyz f — Aidy nenf injektivni.

7 uvedeného navic vyplyva, Ze mnozina vS8ech vlastnich vektort pifislusnych vlastni
hodnoté A transformace f je Ker(f — Aidy ), coZ je podprostor prostoru V. O

Obdobné tvrzeni plati i pro vlastni hodnoty a vlastni vektory matice.

Tvrzeni 12.2.2. Bud A matice typu n X n nad polem P. Potom
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(1) skaldr A je vlastni hodnota matice A prdvé tehdy, kdyz det(A — AE,) = 0;
(2) mnozina vsech vlastnich vektori prislusnych vlastni hodnoté A matice A je pod-
prostor prostoru P™.

Dikaz. Budte x € P™a X skalar. Nasledujici vztahy jsou ekvivalentni:

Ax = Mz

Axr —dx =0
Ax — AE,x =0
(A= XE,)z =0

x € Ker(A — \E,,)

TakZze A je vlastni hodnota pravé tehdy, kdyz v Ker(A — AE,,) existuje nenulovy vektor,
tedy homogenni soustava (A — AE,)x = 0 ma nenulové feSeni, a to mé pravé tehdy, kdyz
matice A — A\E, je singularni, ¢ili det(A — AE,,) = 0.

7 uvedeného navic vyplyva, ze mnozina vSech vlastnich vektora piislusnych vlastni
hodnoté A matice A je mnozina vSech feSeni homogenni soustavy rovnic o n neznamych,
coz je podprostor prostoru P O

Definice 12.2.1. Necht f (resp. A) je linearni transformace kone¢nérozmérného vek-
torového prostoru (resp. ¢tvercova matice) a A je jeji vlastni hodnota. Geometrickd
ndsobnost vlastni hodnoty A je dimenze podprostoru vlastnich vektort transformace
f (resp. matice A) pfislusnych vlastni hodnoté .

Tvrzeni 12.2.3. Viastni hodnoty trojihelnikové matice jsou prvky na diagondle matice.
Diikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 12.2.4. Bud A matice typu nxn nad polem P. Potom det(A—\E,,) je polynom
neurcité \ stupné n s koeficienty z pole P.

Dikaz. Cviceni. O

Definice 12.2.2. Bud A ¢tvercova matice. Polynom
x4 = det(A — \E)

je charakteristickyj polynom matice A a rovnice
det(A—AE) =0

je charakteristickd rovnice matice A.

Cviéeni. Bud x4 = ¢, A"+ ¢, 1\ "1+ - -+ ¢y charakteristicky polynom matice A typu
n x n. Ukazte, ze ¢, = (—1)", ¢y,—1 = (=1)" "1 tr A a cg = det A. O

Podle Tvrzeni je X vlastni hodnota matice A pravé tehdy, kdyZ je kofenem
prislusného charakteristického polynomu. Vlastni vektory piislusné vlastni hodnoté A
ziskame jako FeSeni soustavy linearnich rovnic (A — AE)x = 0.

Tvrzeni 12.2.5. Matice typu n X n md nejvyse n vlastnich hodnot.

Drikaz. Vlastni hodnoty jsou kofeny polynomu stupné n a polynom stupné n mé nejvyse
n kofenil. (]

Tvrzeni 12.2.6. Budte V' konecénérozmeérny vektorovy prostor nad polem P, f: V —V
linedrni transformace a A matice transformace f vzhledem k néjaké bdzi prostoru V.
Potom A € P je vlastni hodnota transformace f prdavé tehdy, kdyZ A je vlastni hodnota
matice A.
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Diikaz. Tvrzeni vyplyvé z toho, Ze vektorim z V jsou jednoznalné pfirazeny jejich sou-
fadnice (zobrazeni pfifazujici vektorum jejich soufadnice je izomorfismus), transformace
f je ur€ena svou matici A a soutfadnice obrazu f(v) vektoru v o soufadnicich x jsou
rovny soucinu matic Az, vSe vzhledem k jedné bazi. O

Vlastni hodnoty linearni transformace f tedy ziskavame jako vlastni hodnoty matice
A transformace f vzhledem k néjaké bézi, tedy jako kofeny charakteristického polynomu
matice A. P¥i volbé jiné baze dostaneme jinou matici A’ transformace f, jejiz vztah k A
je A = QAQ™!, kde Q je matice pfechodu mezi bazemi. Je otazkou, zda matice A a A’
maji stejné charakteristické polynomy a tedy stejné vlastni hodnoty.

Tvrzeni 12.2.7. Podobné matice maji stejné charakteristické polynomy.
Diikaz. Necht A, B jsou podobné matice, tedy B = Q' AQ. Potom
xB =det(B — AE) = det(Q1AQ — AE) = det(Q1AQ — Q I\EQ) =
=det(QTHA—-AE)Q) =det Q7! - det(A — \E) - det Q =

1
~ detQ

~det(A — AE) - det Q = det(A — A\E) = xa. O

Diky pfedchozimu tvrzeni miZeme pomoci charakteristického polynomu matice defi-
novat charakteristicky polynom linearn{ transformace kone¢nérozmérného prostoru.

Definice 12.2.3. Bud f: V — V linearni transformace kone¢nérozmérného vektoro-
vého prostoru V. Charakteristicky polynom xy transformace f je roven charakteristic-
kému polynomu x4 matice A transformace f vzhledem k libovolné bézi.

Diky Tvrzeni [12.2.7] je pfedchozi definice korektni a kotfeny charakteristického poly-
nomu transformace f jsou vSechny vlastni hodnoty transformace f.

Tvrzeni 12.2.8. Linedrni transformace n-rozmérného vektorového prostoru md nejvyse
n vlastnich hodnot.

Driikaz. Charakteristicky polynom je stupné n a ma tedy nejvyse n kofeni. O

Definice 12.2.4. Necht f (resp. A) je linearni transformace kone¢nérozmérného vek-
torového prostoru (resp. ¢tvercova matice) a A je jeji vliastni hodnota. Algebraickd nd-
sobnost vlastni hodnoty A je jeji nasobnost jako kofene charakteristického polynomu
transformace f (resp. matice A).

Tvrzeni 12.2.9. Geometrickd ndsobnost vlastni hodnoty je mensi nebo rovna jeji alge-
braické ndasobnosti.

Dikaz. Bud f:V — V linearni transformace n-rozmérného vektorového prostoru V nad
polem P a Ay jeji vlastni hodnota s geometrickou nasobnosti k. Bud' (vy,...,v) béze
podprostoru vlastnich vektort transformace f prislusnych vlastni hodnoté \g. Dopliime
ji na bazi (vi,..., vk, Vk41,...,0n) prostoru V. Jelikoz vektory vi,..., v jsou vlastni
vektory s vlastni hodnotou Ao, tedy f(v;) = Mov; pro kazdé i € {1,...,k}, matice
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transformace f vzhledem k bézi (v1,..., vk, Ukt1,-..,0n) je blokové diagonalni matice
XM 0 ... 0 A11g+1 oo AL
0 X ... 0 Az, ... A2
A Ao AEH oo AR
- +1 k+1
0o 0 ... 0 A,’erl s AR
2 k
0 0 ... 0 A7 ... A2
o 0 ... 0 Ay, ... A}
a charakteristicky polynom transformace f je x5 = xa = det(4 — AE), tedy
—-A 0 ... 0 Appr o A
0 Ao— A ... 0 Aiﬂ A2
0 0 ... X-X A, ... A
o 0 ... 0 AMI_N AT
k42 k
0 0o ... 0 Al L AR
0 0 0 Al e A=A
k+1 k
Akil —A ... AkfL
k+2 k+2
:(/\O—A)k- A . A
Al Al — A
To znamend, Ze A\ je kofen polynomu X s nasobnosti aspoii k, takZe algebraicka na-
sobnost vlastni hodnoty Ag je v&tsi nebo rovna jeji geometrické nasobnosti. U

12.3. Diagonalizovatelné transformace

Definice 12.3.1. Linearni transformace kone¢nérozmérného prostoru je diagonalizo-
vatelnd, jestlize jeji matice vzhledem k néjaké bazi je diagonélni.

Tvrzeni 12.3.1. Bud f: V — V linedrni transformace konecnérozmeérného vektorového
prostoru V, (vi,...,vy,) baze prostoru V a A matice transformace f vzhledem k uvedené
bdzi. Potom

A 0 ..o 0
A= 0 X ... O
0 0 ... A\

pravé tehdy, kdyz A1, . .., Ay, jsou vlastni hodnoty transformace f a pro kazdéi € {1,...,n}
vektor v; je vlastni vektor prislusny vlastni hodnoté \;.

Diikaz. Cviceni. 0

Disledek. Linedrni transformace konecnérozmeérného prostoru je diagonalizovatelnd
prave tehdy, kdyz existuje bdze prostoru tvorend vlastnimi vektory transformace.

Definice 12.3.2. Matice je diagonalizovatelnd, jestlize je podobna diagonalni matici.
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Tvrzeni 12.3.2. Matice A typu n X n nad polem P je diagonalizovatelnd pravé tehdy,
kdyz existuje bdze prostoru P™ tvorend vlastnimi vektory matice A.

Driikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 12.3.3. Linedrni transformace konecnérozmerného vektorového prostoru je di-
agonalizovatelnd pravé tehdy, kdyz jeji matice vzhledem k libovolné bdzi je diagonalizo-
vatelnd.

Dikaz. Bud f: V — V linearni transformace kone¢nérozmérného vektorového prostoru
V, (v1,...,v,) baze prostoru V a A matice transformace f vzhledem k uvedené bazi.
Predpokladejme, ze transformace f je diagonalizovatelna, tedy Ze vzhledem k né&jaké
bézi mé diagonalni matici B. Potom B je podobna A, tedy A je diagonalizovatelné.
Predpokladejme, Ze A je diagonalizovatelna, ¢ili je podobnéa diagonélni matici B a exis-
tuje tedy regularni matice Q takova, ze B = QAQ L Potom vektory z V, jejichZ sou-
fadnice vzhledem k béazi (vy,...,v,) jsou pravé sloupky matice @, tvoii bazi prostoru
V, vzhledem k niz je matice transformace f préavé diagonalni matice B. Tedy, f je dia-
gonalizovatelna transformace. (]

Tvrzeni 12.3.4. Budte vy, ...,v, nenulové viastni vektory jedné linedrni transformace
prislusné po Tadé rizngm vlastnim hodnotdam A1, ..., A,. Potom {vy,...,v,} je linedrné
nezdvisld mnozina.

Diikaz. Budte f: V — V linearni transformace a vy, . .., v, jeji nenulové vlastni vektory
prislusné po fadé riznym vlastnim hodnotdm Aq, ..., A,. Tvrzeni dokdZeme matematic-
kou indukei podle n. Pro n = 1 tvrzeni plati, protoZze v; # 0. Bud n > 1 a pfedpokla-
dejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1, tedy Ze mnoZzina {vi,...,v,—1} je linedrné nezavisla.
Budte z!,..., 2", 2" skalary takové, ze

tog -+ 2" oy + 2", = 0. (11)

Zobrazime-li obé strany v (11)) linearni transformaci f — A, idy, s vyuzitim toho, Ze
f(v;) = A\jvy, dostaneme

(f = Anpidy)(ztoy + -+ 2" o,y + 2"0,) =
=z (f = Mpidy)(v1) 4+ -+ 2" — A idy) (vne1) + 2™(f — A idy) (vn) =
= :Bl()\l — )+ + ac”_l()\n,l — M) Un—1+ 2" (A — Ap)vp, =
=z O\ = M)vr + -+ 2" A1 — M) vn—1 = 0= (f — A\ idy)(0).

Podle indukéniho pfedpokladu mnoZina {v1,...,v,—1} je linearné nezavisla, takze
2PN = M) == 2" (Nl — A\y) = 0.
Jelikoz vlastni hodnoty Aq, ..., A, jsou navzijem rtzné, tedy \; — A, # 0 pro vSechna
ie{l,...,n— 1}, dostavame
l=...=g"1=0.

Po dosazeni do dostaneme z"v, = 0 a tedy také =™ = 0, protoZe v, je nenulovy
vektor. Takze mnozina {vy,...,v,} je linedrné nezavisla. O

Disledek. Md-li linedrni transformace n-rozmeérného prostoru n vlastnich hodnot, je
diagonalizovatelnd.

Diikaz. Jsou-li A1,..., A\, navzajem rtzné vlastni hodnoty transformace f: V. — V| po-
tom pro kazdé i € {1,...,n} existuje nenulovy vlastni vektor v; pfislusny \;. Mnozina
{v1,...,v,} je linedrné nezavisla a tvori tedy béazi prostoru V. Matice transformace f
vzhledem k bazi tvofené vlastnimi vektory je diagonélni, takze f je diagonalizovatelné
transformace. O
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Disledek. Ma-li matice typu n X n n vlastnich hodnot, je diagonalizovatelnd.

Pi#iklad. Mgjme f: R? — R2 f(z!,2?) = (22! + 22, 32! +42?) (ovéite, ze f je linearni)
a na R? uvazujme kanonickou bézi.

Matici zobrazeni ziskame tak, Zze do sloupkt budeme psat soufadnice obrazii vektoru
baze (v tomto pripadé soufadnice jsou stejné jako vektory).

Obrazy bazovych vektori jsou f(1,0) = (2,3), f(0,1) = (1,4), takZe matice zobrazeni

f e
2 1
()

Charakteristicky polynom je

2—A 1
3 4— )\

a jeho kofeny, tedy vlastni ¢isla jsou A\; = 1, Ao = 5, obé s algebraickou nésobnosti 1.
Podle predchozich tvrzeni je matice A podobna matici

, (10
70 3)

tedy diagonalizovatelné.

Vlastni vektory ziskdme jako feSeni soustavy linearnich rovnic (A — AE)x = 0 pro
jednotlivé vlastni hodnoty.

Pro A\; = 1 feSime soustavu

11\ (z'\ _ (0 ted 1zt + 122 =0
3 3 z2) — \0 ey 3zl +322=0"

Mnozina v8ech feSeni této soustavy je [(1,—1)] a prislusné vlastni vektory jsou tedy
v8echny skalarni nasobky vektoru v; = (1, —1). Vektor v; se skuteéné zobrazi na svij
1-nasobek, f(1,—1) = (1,—1). Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A\; = 1 je tedy 1,
stejné jako jeho algebraickd nésobnost.

Pro Ay = 5 TeSime soustavu

-3 1\ 1\ (0 tod =3zl + 122 =0
3 —1) \22) " \o edy 32l — 122 =0 "

Mnozina vSech FeSeni této soustavy je [(1,3)] a prislugné vlastni vektory jsou tedy
v8echny skalarni nasobky vektoru v = (1,3). Vektor vy se skuteéné zobrazi na svij 5-
néasobek, f(1,3) = (5,15). Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla Ay = 5 je tedy také 1,
také stejné jako jeho algebraickd nésobnost.

Soucet algebraickych nasobnosti, stejné jako soucet geometrickych nésobnosti vlast-
nich &isel A\{ = 1 a Ay = 5 je roven 2, tedy dimenzi prostoru R?

Podle Tvrzeni vektory vy, ve tvoii ,,novou® bazi prostoru R2

Matice prechodu @ od kanonické béaze k nové bézi (ve sloupcich jsou nové soufadnice
vektorti kanonické baze) a matice k nf inverzni Q~!, tedy matice pfechodu od nové baze
ke kanonické bazi (ve sloupcich jsou kanonické souradnice vektori nové baze) jsou

_(3/4 —1/4 4 (11
Q—<1/4 1/4> @ Q 1—(—1 3)'
A skutecné
A’:Q-A-Q‘1:<(1) g)

Poznéamka. Pti hledéni vlastnich vektora tedy hledame jadra linearnich transformaci
f — A-id pro jednotlivé hodnoty A.

= -0 -9
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Pro A\ = 1je (f —id)(z!,2?) = (2! + 22,32 + 322) a jadro tohoto zobrazeni je

Ker(f —id) = [(1, =1)].
Pro Ay =5 je (f — 5id) (2!, 2%) = (—32! + 2%, 32! — 22) a jadro tohoto zobrazeni je
Ker(f —5id) = [(1,3)]- O

Piiklad. Mé&jme f: R? — R?, f(z!, 2%) = (22!, 222) (ovéite, Ze f je linearni) a na R?
uvazujme kanonickou bazi.

Matici zobrazeni ziskame tak, ze do sloupkt budeme psat soufadnice obraztu vektori
baze (v tomto pfipadé soufadnice jsou stejné jako vektory).

Obrazy bazovych vektori jsou f(1,0) = (2,0), f(0,1) = (0, 2), takze matice zobrazeni

fje
20
(2 9)

Matice A je diagonalni, matice transformace f vzhledem k libovolné bazi je rovna matici
A, c¢ili diagonalizovatelna.
Charakteristicky polynom je

2—A 0
0 2—-A

A = 2 je jeho dvojnéasobny kofen, tedy jediné vlastni ¢islo, a jeho algebraickd nasobnost
je 2, stejna jako dimenze prostoru R2

Vlastni vektory, pfesnéji jejich soutadnice, které jsou vsak v tomto piipadé stejné jako
vektory, ziskdme jako feSeni soustavy linearnich rovnic (A — 2E)x = 0.

Resfme soustavu

0 0\ (z'\_ (0 tod 0z' +02* =0
0 0) \22) " \o Yo 0zl 4022=0"

Mnozina viech FeSeni této soustavy je [(1,0), (0,1)] = R?, prislusné vlastni vektory jsou
tedy vSechny prvky R? a kazda linearné nezavisla dvojice vlastnich vektori tvoif bazi
R? Geometrické nasobnost vlastniho ¢isla A = 2 je tedy 2, stejna jako jeho algebraicka
nasobnost, stejna jako dimenze prostoru R?

Prostor pfislusnych vlastnich vektort je v tomto pripadé jadro nulové linearni trans-
formace f —2-id, (f —2-id)(z!, 22) = (0,0), tedy

Ker(f — 2-id) = [(1,0), (0, 1)]. 0

= (2 - )‘)27

P¥iklad. Mgjme f: R? — R? f(z!, 22) = (22! + 22, 222) (ovéite, 7e f je linearni) a na
R? uvazujme kanonickou bazi.

Matici zobrazeni ziskame tak, ze do sloupkt budeme psat soufadnice obrazii vektoru
baze (v tomto piipadé soufadnice jsou stejné jako vektory).

Obrazy bazovych vektori jsou f(1,0) = (2,0), f(0,1) = (1, 2), takZe matice zobrazeni

fe
2 1
()

Charakteristicky polynom je
2—A 1

0 2—A
A = 2 je jeho dvojnéasobny kofen, tedy jediné vlastni ¢islo, a jeho algebraickd nasobnost
je 2, stejna jako dimenze prostoru RZ

= ()‘ - 2)27
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Vlastni vektory, presnéji jejich soutfadnice, které jsou vSak v tomto p¥ipadé stejné jako
vektory, ziskdme jako feSeni soustavy linearnich rovnic (4 — 2E)x = 0.
Resime soustavu

0 1\ (! 0 0z! + 122 =0
(0 o) ' <x2> - (o) tedy gt oa2 =0
Mnozina vSech FeSeni této soustavy je [(1,0)] a prislugné vlastni vektory jsou tedy
v8echny skalarni nasobky vektoru v = (1,0). Vektor v se skuteéné zobrazi na svij 2-
nasobek, f(1,0) = (2,0). Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla A = 2 je tedy 1, je
mensi nez jeho algebraicka nasobnost a dimenze prostoru R?

Jinak formulovéno, opét, pii hledani vlastnich vektort tedy hledame jadro lineérni
transformace f —2-id, (f —2-id)(z!, 22) = (22,0) a to je

Ker(f —2-id) = [(1,0)].

7 vlastnich vektorii tedy nelze sestavit bazi prostoru R? a podle Disledku Tvi-
zeni [12.3.1] transformace f neni diagonalizovatelné. (]

P¥iklad. M&jme f: R? — R3 f(x!, 22, 23) = (=22, 21, 23) (ovéite, Ze f je linearni) a na
R3 uvazujme kanonickou bazi.

Matici zobrazeni ziskame tak, ze do sloupkt budeme psat soufadnice obrazii vektoru
baze (v tomto piipadé soufadnice jsou stejné jako vektory).

Obrazy bazovych vektoru jsou f(1,0,0) = (0,1,0), f(0,1,0) = (—1,0,0), f(0,0,1) =
(0,0, 1), takze matice zobrazeni f je

0 -1 0
A=11 0 0
0 01

Charakteristicky polynom je

-2 -1 0
I =X 0 |[=(\+1D(1-=N),
0 0 1-2A

A =1 je jeho jediny realny kotfen, tedy jediné vlastni ¢islo, a jeho algebraicki nasobnost
je 1, mensf neZ dimenze prostoru R3,

Vlastni vektory, pfesnéji jejich soutradnice, které jsou vSak v tomto piipadé stejné jako
vektory, ziskame jako FeSeni soustavy linearnich rovnic (A — E)z = 0.

Resfme soustavu

-1 =1 0 x! 0 —at— 224023 =0
1 =1 0]-[2?2]=10 tedy vl — 224023 =0 .
0 0 0 3 0 0z' + 022+ 03 =0

Mnozina vSech FeSeni této soustavy je [(0,0,1)] a pFislusné vlastni vektory jsou tedy
v8echny skalarni nasobky vektoru v = (0,0,1). Vektor v se skutetné zobrazi na svij
1-nasobek, f(0,0,1) = (0,0,1). Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla A = 1 je tedy 1,
je stejna jako jeho algebraicka nasobnost, ale mensi nez dimenze prostoru R3,

Prostor pfislusnych vlastnich vektora je v tomto piipadé jadro linedrni transformace
f—id, (f —id)(z!, 22, 23) = (—2? — 2!, 2! — 22,0) a to je

Ker(f —id) = [(0,0,1)].

7 vlastnich vektori tedy nelze sestavit bazi prostoru R3 a podle Disledku Tvi-
zeni [12.3.1] transformace f neni diagonalizovatelna. O
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Tvrzeni 12.3.5. Linedrni transformace f n-rozmérného vektorového prostoru (resp.
matice A typu n x n) je diagonalizovatelnd pravé tehdy, kdyZ soucet algebraickych nd-
sobnosti jejich vlastnich hodnot je n a geometrickd ndsobnost kazdé vlastni hodnoty je
rovna jeji algebraické ndsobnosti.

Driikaz. O
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13. JORDANUV KANONICKY TVAR

Umluva. V této kapitole V je vektorovy prostor (obvykle kone¢nérozmérny) nad polem
Pa f:V —V jelinearni transformace.

13.1. Prvni rozklad linearni transformace

13.1.1. Anulujici polynom a minimalni polynom

Definice 13.1.1. Necht p € P[], p # 0. Polynom p je anulujici polynom &tvercové
matice A (resp. linearni transformace f), jestlize p(A) = 0 (resp. p(f) = 0).

Tvrzeni 13.1.1 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Charakteristicky polynom matice je jeji
anulujict polynom.

Diikaz. Podle Tvrzeni pro libovolnou ¢tvercovou matici B plati B-adj B = det B- E.
Tedy, i pro matici A — zF
(A—zF)-adj(A—zF)=det(A—aF)-E=xa-E. (12)

Je-li matice A typu n X n, pak jeji charakteristicky polynom y 4 je polynom stupné n,
oznacme

XA =cpz + -+ ez + cp.

Podle Definice prvky v adjungované matici adj(A — zF) jsou polynomy neurcité x
stupné nejvyse n — 1. Takze, matici adj(A — zF) muzeme vyjadrit

adj(A — zF) = Cpo1z" '+ + Ciz + Cy,

kde C; jsou ¢tvercové matice typu n x n.
Po dosazeni do (12)) mame

(A—2E)- (Cpogz™ '+ + Cro + Cp) = (cpa” + -+ + 12 + o) - E,
tj.
— Cp12™ + (AC,_1 — Cp9)z™ ' 4 - 4 (AC) — Cp)z + ACy =
=c, B2+ - -+c1Ex+ cFE.
Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin = obdrzime n + 1 rovnosti
—Ch—1 = E,
AC,—1 —Cp—2 =ch1FE,

ACl — C() = ClE,
AC() == C()E.

Jestlize pro kazdé i € {1,...,n + 1} i-tou rovnost vynésobime zleva (n + 1 — i)-tou
mocninou A"1~% matice A, dostaneme

—AnCn,1 = CnAn,
ACh_q — A" IC g = ¢ AL,

A201 - ACQ == ClA,
AC() = C(]E.
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Kdyz tyto rovnosti seCteme, dostaneme

0=c A"+ cpn 1 A" L4 4 A+ F,
coz se mélo dokazat. O
Disledek. Charakteristicky polynom linedrni transformace je jeji anulujici polynom.

Priklad. Matice

-1 0 2
A=1-2 1 2
0 01

mé charakteristicky polynom y4 =22 —2? —x+1=(z+1)(z - 1)} aleg=2> -1 =
(x4 1)(x — 1) je také anulujici polynom matice A (ovéite). O

Posledni pfiklad ukazuje, Ze charakteristicky polynom muzZe mit netrivialniho délitele,
ktery je rovnéz anulujicim polynomem. Ukazme, Ze mezi anulujicimi polynomy existuje
jeden, ktery déli vSechny ostatni.

Definice 13.1.2. Anulujici polynom je minimdini polynom, je-li normovany a nejmen-
stho stupné ze vSech anulujicich polynomi.

Tvrzeni 13.1.2. KaZdy anulujici polynom je délitelng minimdlnim polynomem.

Diikaz. Bud f anulujici polynom matice A, bud ¢ minimélni polynom matice A. D&lme
se zbytkem: f = gg + r, kde bud r = 0 nebo degr < degg. Do rovnosti dosadime A
a dostaneme

0= f(A4) = q(A)g(4) + r(4) = r(A),

protoze f a g jsou anulujici polynomy. Kdyby r # 0, byl by to anulujici polynom nizgiho
stupné nez minimalni polynom g, coz je spor, a proto r = 0 a g je délitelem f. (]

Disledek. Ke kazdé linedrni transformaci konecnérozmérného vektorového prostoru
resp. ke kaZdé c¢tvercové matici existuje minimdlni polynom a je jeding.

Cviceni. Dokazte jednoznacnost miniméalniho polynomu. O

13.1.2. Invariantni podprostory

Je-li U C V podprostor, pak symbolem fU oznac¢ujeme jeho obraz pfi zobrazeni f,
to jest, podprostor {f(u)| u € U}.

Definice 13.1.3. Podprostor U C V je tnvariantnd vzhledem k linearni transformaci
f, jestlize fU C U, tj. kdyz pro kazdé u € U je f(u) € U.

Je-li U invariantni podprostor, pak zobrazeni U — U, zadané pfedpisem u — f(u),
nazyvame restrikce (¢esky ohraniceni nebo zuZent) linearniho zobrazeni f na invariantni
podprostor U. Znadi se f|y: U — U a je ziejmé opét linearni (ovéite).

Priklad. (1) Cely prostor V a nulovy podprostor jsou invariantni podprostory vzhle-
dem ke kazdé linearni transformaci.
(2) Je-li f: v cv, pak je kazdy podprostor invariantni.

(3) Je-li u vlastni vektor s vlastni hodnotou ¢, pak [u] je invariantni podprostor a f|,;
je zobrazeni v — cv.
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(4) Méjme rotaci ¢: E® — E? kolem zvolené pevné osy L prochazejici pocatkem 0
o uhel a € (0,27). Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, osa rotace L,
jeji ortogonalni doplnék L (rovina prochazejici pocatkem kolmo k L) a cely prostor E3.
Libovolny vektor u € L se zobrazi sam na sebe, proto @[z, je identické zobrazeni idy.
Libovolny vektor v € Lt ziistane v roviné L a |, 1 je otaceni roviny L' o thel a.

(5) Mé&jme zrcadleni ¢ v prostoru E? vzhledem k roviné U prochazejici pocatkem O.
Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, rovina U a kazdy jeji podprostor
V C U, ortogonalni doplnék U+ (piimka prochézejici po¢atkem kolmo k U') a cely prostor
E3. Zobrazeni (|y je identické zobrazeni idy. Zobrazeni (|1 je zrcadleni piimky U+
vzhledem k podatku 0. (]

Cvi€eni. (1) Jednorozmérny podprostor [u], u # 0, je invariantni pravé tehdy, kdyz u
je vlastni vektor. Dokazte.

(2) Prunik a soucet invariantnich podprostorii jsou invariantni podprostory. DokaZte.
(3) Ker f je invariantni podprostor. Dokazte. Co je f|ker f?

(4) Im f je invariantni podprostor. DokaZte.

(5) Bud v € V libovolny vektor. Dokazte, zZe [v, f(v), f(f(v)), fF(f(f(v))),...] je inva-
riantni podprostor.

(6) Necht linearni transformace f,g: V' — V komutuji, to jest, fog = gof. Bud U CV
invariantni podprostor vzhledem k transformaci f. Pak gU je téz invariantni podprostor
vzhledem k transformaci f. O

13.1.3. Prvni rozklad linearni transformace

Tvrzeni 13.1.3. Bud q anulujici polynom linedrni transformace f: V. — V a necht
ezistuje rozklad ¢ = q1 -+ qn, kde qi1,. .., qn jsou po dvou nesoudélné (D(g;,q;) =1 pro
i# 7). Proie{l,...,n} oznacme U; = Ker ¢;(f). Pak plati:

(1) kazdy podprostor U; je invariantni;

(2) V=U+--+Uy;

(8) pro kazdé i € {1,...,n} polynom q; je anulujicim polynomem transformace f|y,.
Diikaz. (1) Necht u € Uy, tj. ¢;(f)(u) = 0. Potom

a:(f)(f(w) = (a(f) o f)(w) = (f o q:(f))(w) = fla(f)(w) = f(0) =0

(pouzili jsme to, Ze f a ¢;(f) spolu komutuji podle Diisledku Tvrzeni [11.6.7]). Tudiz,
(2) Nejdiive pripad n = 2. Necht ¢ = ¢1q2 a D(q1,q2) = 1. Pak existuji polynomy
p1, p2 takové, Ze 1 = q1p1 + qop2. Dosazenim f ziskdvame rovnost

id = qi(f) o p1(f) + @2(f) o p2(f),
takze pro libovolny vektor v € V' plati

v=q(f)P1(f)(v)) + q2(f)(p2(f)(v)). (13)

Ukazme, Ze prvni s¢itanec q1(f)(p1(f)(v)) z lezi v Uy. Oznacime-li w = p1(f)(v),
stac¢i oveérit, ze q1(f)(w) € Ker ga(f):

()@ (f)(w)) = (g(f) o a1 (f)(w) = (g201)(f)(w) = ¢(f)(w) = 0,

protoze g je anulujici polynom pro f. Podobné se ukaze, Ze druhy ze s¢itanct lezi v Uj.
Tudiz, v € Uy + Us. Protoze v byl libovolny vektor z V', mame V = U; 4 Us.

Ukazme jesté, ze Uy NUz = 0. Necht tedy v € U1 NUs, tj. ¢1(f)(v) = 0a ¢ f)(v) = 0.
Rovnost ([13]) plati i po zaméné p <> g (protoze p;(f) a ¢;(f) spolu komutuji podle
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Dusledku Tvrzeni [11.6.7)), naceZ
v =p1()a1(f) () + p2(f)(a2(f)(v)) = p1(£)(0) + p2(f)(0) = 0,
protoze p1(f), p2(f) jsou linearni zobrazeni. Dokazali jsme tedy, ze V = Uy+Us.
Obecny piipad n > 2 se dokaze indukei (cviceni).
(3) Polynom g; je anulujicim polynomem transformace f|y,, protoze Ker¢;(f) = U,
nacez

Ker q;(f|v;) = Ker(qi(f)lv;) = UiNKerq;(f) = Ui, a tedy ¢i(fl|v,) = 0. O
Tvrzeni 13.1.4. Necht existuje primgj rozklad V = Uy+Us, kde Uy, Uy jsou invariantni
podprostory vzhledem k linedrnd transformaci f. Zvolme néjakou bazi (e1, . . ., €m) podpro-
storu Uy a néjakou bdzi (€1, - .. ,en) podprostoru Us. Pak (eq,...,e,) je baze prostoru
V' a transformace f v ni md matici tvaru

Al oo AL o .00

Ao AT . AT 0 e 0

Tl o0 .0 ArT L ApH!
0 0 An., A
Oznacime-li

Al AL Amtr A

A = : , Ag= )
A7 .. AT Al A7

pak A; je matice linedrni transformace f|y,.

Diikaz. Ovétte, ze (eq,...,e,) je baze prostoru V.

Prvnich m sloupkt matice A je tvofeno soufadnicemi vektorta f(ey), ..., f(em) v bazi
(e1,...,en). Vektory f(e1),..., f(em) oviem lezi v Uy s bazi (eq, ..., en), takze koefici-
enty u vektorii e, 41, ..., e, v piislusné linearni kombinaci budou nulové.

Ovéite, ze A; je matice linearni transformace f|y, vzhledem k bazi (eq,...,emn).

Zbytek analogicky. O

O shora uvedené matici A fikdme, Ze je v blokové diagondlnim tvaru s bloky Aj, Ao
na diagonale. Stru¢né zapisujeme

(AL 0
()

Rikame téz, ze A je pitmy soucet submatic Ay a As.
Podobné se v piipadé piimého souétu V = Ui+ ...-+U, invariantnich podprostort

Ui, ..., U, matice zobrazeni f rozpada na piimy soucet submatic Ay, ..., A, odpovida-
jicich linearnim zobrazenim fly,, ..., flu,:
Ay 0 ... 0
0 Ay ... O
A= . ) .
o o0 ... A,

O matici A rovnéz pravime, Ze je blokové diagondlny.

V idealnim piipadé lze prostor V rozlozit na pifimy soucet jednorozmérnych inva-
riantnich podprostori, generovanych vlastnimi vektory, coz je nédm jiz znamy pripad
diagonalizovatelné matice.
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Priklad. Necht

1 -1 1
A= 0 2 -1
-1 0 2

Charakteristicky polynom je 23 — 522 4+ 92 — 5 = (z — 1)(2% — 4z +5) (ovéite). Vidime,
Ze polynom y 4 je soucinem nesoudélnych polynomii ¢ = = — 1 a go = 2> — 4z + 5.

Matice A pfedstavuje linearni zobrazeni a: R® — R3, u — Au. Pocitejme U; =
Ker g1 (a) = Ker(a —id). Jadro Ker(a — id) vypo¢teme feSenim rovnice (o —id)(u) = 0,
coZ je homogenni soustava s matici

1 -1 1 100 0 -1 1
@A) =A-E= 0 2 —-1]-(o10|=[ 0 1 —
-1 0 2 00 1 -1 0 1

a fundamentalnim feSenim e; = (1,1,1) (ovéite). Dostavame jednorozmérny invariantni
podprostor

Uy =Kerqi(a) =[(1,1,1)].
Podobné Uy = Ker g2() = Ker(a? — 4a + 5id). Toto jadro vypocteme fefenim rovnice
(@ — 4o+ 5id) (u) = 0,

coz je homogenni soustava s matici

110
qa(A)=A* —4A+5E=(1 1 0
110

a fundamentalnim feSenim ey = (0,0,1),e3 = (1,—1,0) (ovéite). Dostavame dvojroz-
mérny invariantni podprostor

Uz = Ker g2(ax) = [(0,0,1), (1,—1,0)].

Ziskali jsme (a) pifmy rozklad R?® = U;+4Us na invariantni podprostory Up a Us;
(b) ,novou* bazi (e, ez, e3). Matici pfechodu od ,staré* kanonické baze k ,nové* bazi
ozna¢me Q. Inverzni matice Q! je matice prechodu od ,nové* béaze ke kanonické bazi.
Tedy

/2 1/2 0 10 1
Q=1-1/2 -1/2 1] a Q'=[1 0 -1
1/2 —1/2 0 11 0
Matice zobrazeni « vzhledem k ,nové“ bazi je tedy blokové diagonalni matice
10 0
QAQ'=10 2 —-1]|. a
01 2

Piiklad. Necht a: R? — R3 je linearni zobrazeni, jehoZ matice vzhledem ke kanonické
(,staré”) bazi ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) je

1 -1 2

A=(3 -3 6

2 -2 4
Charakteristicky polynom matice A je x4 = —2?(x — 2) a miiZeme jej zapsat jako

soucin nesoudélnych polynomu q; = —2% a gu = x—2. Vlastni ¢isla jsou A1 =0a Ay =2.
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Tedy
-2 2 -4 -1 -1 2
@A) =-A*=|-6 6 —12]| a @A) =A-2E=| 3 -5 6
-4 4 =8 2 =2 2
Potom U; = Kerq;(A) = Ker(—A?) je mnozina viech feseni homogenni soustavy

linearnich rovnic s matici — A2 a Uy = Ker g2(A) = Ker(A —2F) je mnozina viech fesent
homogenni soustavy linearnich rovnic s matici A — 2E. Tedy Uy = [(—2,0,1),(1,1,0)]
a Uy =[(1,3,2)].

TakZe prostor R? je pfimym sou¢tem invariantnich podprostorii Uy, Us a vektory
(—-2,0,1),(1,1,0),(1,3,2) tvoii ,novou" bazi prostoru R®. Matice piechodu od ,staré*
baze k ,nové“ bazi je

-1 -2 11
Q=|-3/2 5/2 01 3
1/2 —1/2 1 0 2
a matice zobrazeni o vzhledem k ,nové* bézi je
000
A=Q-A-Q'=[00 0 O
0 0 2

13.2. Druhy rozklad linearni transformace

Umluva. Vsude P = C.

V prednésce o vlastnich vektorech jsme se seznamili s diagonalizovatelnymi transfor-
macemi. V bazi sloZzené z vlastnich vektort v; maji diagonalni matici s vlastnimi ¢isly
A; na diagonéle.

Obecné linearni transformace nemusi mit bazi slozenou z vlastnich vektori. Nicméné,
jak ukdzeme, lze zkonstruovat jinou vyznamnou bézi — Jordanovu. Matice linearn{ trans-
formace v Jordanové bazi je tzv. Jordanova matice. Opét mé na diagonale vlastni ¢isla,
ale muze obsahovat i nenulové prvky v fadé sousedici s diagonalou (vSechny oviem rovny
1).

Vychodiskem pro nalezeni Jordanovy béze bude prvni rozklad, piislusny rozkladu
charakteristického polynomu (nebo libovolného jiného anulujiciho polynomu) x s na ne-
soudélné soucinitele. Pi P = C ov8em existuje rozklad na kofenové Cinitele

Xp=@—&)" o (z— &)k, &#£& proi# 7,

a pro i # j jsou polynomy (z — &)* a (z — &)% nesoudélné. Invariantni podprostory
prvniho rozkladu pak jsou

U; = Ker(f — & id)*

Na jednotlivych invariantnich podprostorech vznikaji restrikce f|y, : U; — U;. Oznacime-
li g; = f—¢&id, pak Kergfi =U;, a tedy (g|u,)* = 0.

Ma tedy smysl studovat transformace f: U — U takové, Ze pro nékteré ¢islo & trans-
formace g = f — €& id splimje gF = 0. Vysledky pouzijeme pro U = U; a g = flu, —&idy,,
1=1,...,s
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13.2.1. Rozklad na soucet cyklickych podprostori

Definice 13.2.1. Transformace g: U — U (resp. ¢tvercova matice B) je nilpotentni,
jestlize existuje celé ¢islo k > 1 takové, ze g% = 0 (resp. B¥ = 0).

Cvi€eni. Transformace g je nilpotentni pravé tehdy, kdyz je jeji matice B (v libovolné

béazi) nilpotentni. O
Definice 13.2.2. Podprostor T' C U je cyklickyj vzhledem k transformaci g: U — U,
jestlize ma bazi (eq,eq, ..., ey,) takovou, Ze
gler) =e2, glez) =e3, ..., glen1) =en, glen) =0.
Baze (e1,ea,...,ey,) je cyklickd baze.
Schematicky;,

e1—reg—>--ep_1— e, —>0.
g g g g

Definice 13.2.3. Matice

£ 0 E 00
ne=©. 2o-(5 ). me=|1¢ o),
01 ¢
E 0 00
Ju(§) = [1) § 2 8 , atd.
00 1 ¢

se nazyvaji Jordanovy bloky (téz Jordanovy buriky).

Tvrzeni 13.2.1. Bud T cyklicky podprostor nilpotentni transformace g, bud f = g+£id.
Pak

(1) T je invariantni vzhledem k linedrnim transformacim g i f;

(2) glr ma v cyklické bazi matici Jp(0);

(3) flr mad v cyklické bazi matici Jp(§).

Diikaz. Cviceni. O

Casto se setkavame s jinou definici Jordanovych bunék — jednicky stoji v fadé tésné
nad diagonalou. To odpovida opa¢nému poradi vektoru cyklické baze, tj. (en, ..., e2,e1).

Lemma 13.2.2. Bud h: U — V linedrni zobrazeni mezi konecnérozmeérnymi vektoro-
vgmi prostory. Zvolme libovolné bazi v Ker h a doplime ji do bdze v U néjakymi vektory
€1, em. Pak vektory h(e1),...,h(en) tvori bizi v Imh.

Diikaz. Cviceni (viz dikaz formule dim U = dim Ker h+dimIm h v Tvrzeni|11.2.5). O

Tvrzeni 13.2.3. Bud g: U — U nilpotentni transformace. Pak existugi cyklické podpro-
story Th, ..., T, C U takové, ze U = T+ ---+T.

Drikaz. Tvrzeni dokédZeme uvedenim praktického algoritmu pro nalezeni cyklickych pod-
prostoru a jejich cyklickych bazi. Popis algoritmu tvoii véty psané kurzivou.

Mame U = Ker g* pro jisté k (protoze g je nilpotentni). Bez tjmy na obecnosti je
¢islo k minimalni, to jest, g* 1 # 0, a tudiz Ker g*~1 # U.
1. Zvolime libovolné bdzi v Ker g*=1 a doplnime ji do bize v U = Ker g* néjakymi vektory
€1y Emy-
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Podle lemmatu vektory ¢*~!(e1),...,g"* *(em,) tvoii bazi v Im g1 a jsou tedy
linearné nezavislé. Navic, jelikoz ¢* = 0, mame g(e1), ..., g(em,) € Ker gF~1.
k—2

2. Zvolime libovolné bazi v Ker g*=2 a priddme k ni vektory g(e1),. .., glem,) € Ker gF~1.

Tato sestava je linearné nezavisla. Skutecné, vezméme si linearni kombinaci v8ech
vektori z této sestavy, kterd je rovna nulovému vektoru. Mame tedy skalary

Cly. -y Cmy, takové, ze cig(er) + -+ + cmyg(em,) € KergF~2. Pak oviem 0 =
gk_2(clg(€1) +ot Cm1g(em1)) = Clgk_l(el) +ot legk_l(eml)v a tedy ¢ =
<o = cm, = 0, protoze vektory g*1(e1),..., 9" 1 (em,) jsou linearng nezavislé (viz

vyse). A potom také ostatni koeficienty v uvazované linearni kombinaci jsou nulové,
protoze prislusné vektory tvori bazi.

Sestavu doplnime do baze v Ker g* =1 né&jakymi vektory Emi+1s- -3 Cmg-
Tim se vlastné baze v Kerg* 2 doplni do baze v KergF=! vektory
gler), .., 9(emy), €myt1ys--s€my. Z lemmatu potom vyplyva, Ze vektory
gkil(el)ﬂ s 7gk71(em1)7 gk72(em1+1)7 s 7gk72(em2) tvori bazi v Im(gkiﬂKergk—l)
a jsou tedy linedrné nezavislé.

3. Zvolime libovolné bdzi v Ker g*=3 a pFipojime k ni vektory g%(e1), . .., g*(emy), 9(€my+1),

. g(em,) € Ker gh=2.

Tato sestava je linearné nezavisla. Skutecné, vezméme si linedrni kombinaci
v8ech vektori z této sestavy, kterd je rovna nulovému vektoru. Méame tedy
skalATY  C1,.. ., Cmys Cmytls- -+ Cmy, takové, Ze cig?(e1) + -+ + emyg?(em,) +
Cmy419(€myt1) + - F Cmyg(em,) € Ker gF 3. Pak oviem 0 = ¢g*3(c19%(e1) +--- +
Cmy 9 (€my) +Cmy+19(€my+1) +- -+ myg(ems)) = 1" er) + -+ cmy 6" (emy) +
cm1+1gk_2(em1+1) +eeet szgk_2(em2)) atedy cg = - =cpy = Cpyy1 = -0 =
¢m, = 0, protoze vektory gk_l(el)a e agk_l(eml)a gk_2(6m1+1)a s 7gk_2(6m2) Jsou
linedrné nezavislé (viz vyse). A potom také ostatni koeficienty v uvazované linearni
kombinaci jsou nulové, protoze prislusné vektory tvori bazi.
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U = Ker gF
€1 ... Emy
4 N
Ker gF~!
® ... ® €4l ... Emy
4 N
Ker gF—2
I ® ... & €nputl ... €y
4 N
Ker gF—3
o ... o e ... o e ... e Cpail... €y
4 N
4 ™
0
Sestavu doplnime do bize v Ker g*=2 néjakymi vektory emyi1, .-, €ms-
Tim jsme tedy bazi v Kergh3 dophili do baze v Kergb¥2 vektory
g2 e1), -, 0% (emy)s 9(emy+1)s -3 9(€my)s €mat1s - - -s€ms. A potom  vektory
g Her)s o 6 em)s 9F P em) o 05 P (ems ) 65T (mat), -5 98P (emy)

tvoii podle lemmatu bazi v Im(gk_3|Kergk—2) a jsou tedy linearné nezavislé.

Podobnych kroku provedeme k (v poslednim kroku dopliiujeme bézi podprostoru
Ker ¢° = Kerid = {0} do béaze v podprostoru Ker g).
7 uvedeného postupu vyplyvé, ze celkové ziskame bazi

€1,... ,eml,

g<€1)7 cee 7g(€m1>7em1+17 <5 Cmg,

92(61), s ,g2(em1),g(em1+1), s 7g(em2)7 €mao+1y---5Emg,
gkil(el)v v 7gk71(6m1)7gk72(6m1+1)7 R 7gk72(6m2)7

gk_3(em2+1)a s 7gk_3(em3)7 s Cmg 41505 Emy
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v prostoru U. Podprostory

[[6179(61)a s 7gk_1(el)ﬂv SRR [[emwg(eml)v s 7gk_1(em1)]]7

[[6m1+1yg(6m1+1)a v agk_2(6m1+1)]]v SRR [[€m2,g(€m2), s 7gk_2(

6m2)]]7

[[emk,l—i-l]]v s [[emk]]

jsou pak cyklické podprostory s pfislusnymi cyklickymi bazemi.

Oznacime-li pocet téchto cyklickych podprostori r := Z§:1 m; a jednotlivé podpro-
story T; prot=1,...,r, dostdvame U =T} + - - - + T,.. Jelikoz dim T} + --- 4+ dim T, =
dim(7y + - - - + 7)), podle Tvrzeni [10.3.3| se jedna o pfimy soucet podprostoru. O

Nalezli jsme cyklické podprostory a v kazdém z nich cyklickou bazi. Situaci muZzeme
znazornit diagramem, jehoz vrcholy jsou vektory cyklickych bazi a Sipky znamenaji
zobrazeni g:

(14)

O<—0<— 0
oO<—0<— 0
O<—0<— 0
o<—0
o<—0
o<—0
o<—0

Sloupky znamenaji jednotlivé cyklické podprostory. Vektory spodni fady se zobrazuji na
nulovy vektor. Tvoif vlastné bazi v Ker g = Ker(f — £id) = Vg, coz je prostor vlastnich
vektort s vlastnim ¢islem £. TudiZ, pocet sloupkt = pocet cyklickych podprostori =
dim V.

Vektory dolnich j Fadka tvoii bazi v Ker ¢/. V j-tém radku zdola je proto pravé

k+1—j
n; = dim Ker ¢ — dim Ker g/~ = Z m; (15)
i=1
bodu, kde m; jsou koeficienty z dikazu predchoziho tvrzeni. Cislang > ng > --- >

ng jednoznacné urcuji délky fadkt diagramu, a tim i pocty cyklickych podprostort
prislusnych dimenzi.

Formule ukazuje, ze ¢isla ny > no > --- > ny zavisi jen a jen na nilpotentni
transformaci g a nikoliv na konkrétnim postupu, kterym byly ziskany jednotlivé cyklické
béze. Jsou to invarianty linedrni transformace g.

Disledek. Bud g: U — U nilpotentni transformace. Pak existuje bdze prostoru U ta-
kovd, Ze
(1) transformace g md blokové diagondlni matici, kterd je pFimym souctem Jorda-
novych bloki Js(0);
(2) transformace f = g+&id md blokové diagondlni matici, kterd je pFimym soucétem

Jordanovijch bloki Js(§).

Drikaz. Baze sestavena z cyklickych bazi cyklickych podprostort v dikazu predchoziho
tvrzeni ma pozadované vlastnosti. O

Piriklad. Uvazujme linearni transformaci C> — C°, v — Awv, kde

0 1 1 -2 0

-3 -4 -4 30

A= 3 1 0 -3 3
4 1 1 -6 4

1 0 0 -10
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Anulujici polynom nejmengiho stupné je 22+ 622 +12z+8 = (z+2)3, s jedinym kofenem
—2, coz je soucasné jediné vlastni hodnota matice A. Prvni rozklad mé proto jediného
séitance U = C° a

2 1 1 -2 0
-3 -2 -4 30
B=A+2F= 3 1 2 -3 3
4 1 1 -4 4
1 0 0 -1 2
je nilpotentni matice, B® = 0. Spocitame
-4 -1 -2 4 -5
0O 0 00 O
B2=] 0 0 00 0],
-4 -1 -2 4 -5
0O 0 00 O

nacez Ker B2 = [(5,0,0,0,—4),(0,5,0,0,—1),(0,0,5,0,—2),(0,0,0,5,4)]. Tento étyiroz-
mérny podprostor mizeme doplnit do baze v C> libovolnym vektorem, ktery v ném
nelezi, zvolme naptiklad

e1 =(0,0,0,0,1).

Tim je ukoncen prvni krok. Ve druhém kroku spocitame
Ker B =[(1,0,0,1,0),(0,-5,1,-2,—-1)],

a pridame vektor
Be; =(0,0,3,4,2).

Ziskanou sestavu tii linearné nezavislych vektord je tFeba doplnit do baze ve ¢tyfroz-
mérném Ker B? jednim vektorem; zvolme napiiklad

€2 = (07 07 07 57 4)

(mohli jsme zvolit kterykoliv ze shora uvedenych generatori podprostoru Ker B?). Tim
je ukonéen druhy krok. Ve tietim kroku je Ker B® = Ker E = 0 a dopliiujeme tedy dva
vektory

B%e; = (=5,0,0—5,0) a Bey=(—10,15,-3,—4,3)
do baze v dvojrozmérném Ker B, coz oviem nevyzaduje zadny dopliiujici vektor a jsme

hotovi.
Hledan4 béze prostoru C° je proto (e1, Bey, B2e1, ea, Bes). Piislusny diagram je

O<—0<— 0
oe<—0

a jeho dva sloupky odpovidaji dvéma Jordanovym bloktim rozmérta 3 a 2. Dostavame
blokové diagonalni matice

00000 -2 0 0 0 0
1 0 000 1 -2 0 0 0
01 0 00O resp. 0 1 -2 0 0
00 00O 0O 0 0 -2 0
00010 0 0 O 1 -2

(pfi obraceném potradi vektoriu v cyklickych bazich by jednicky staly nad diagonélou;
odligné miize byt i poradi Jordanovych bloki). O
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13.2.2. Druhy rozklad a Jordantv tvar matice

Vratme se nyni k obecné transformaci f: V — V a prvnimu rozhladu V = Uy + - - - +Uj
podle nékterého anulujiciho polynomu. Pro kazdy z prostort U, [ = 1,...,s dostavame
rozklad na cyklické podprostory 71;;, kde i = 1,..., k;, celkem tedy

V = Tl,ﬁ'" . ‘.FTl,kl‘.F e +TS71+ . —i_Ts,kS‘

Definice 13.2.4. Tento rozklad je druhy rozklad prostoru linedrni transformace. ‘

Piipomefime, Ze cyklické podprostory 7 ; jsou invariantni a zobrazeni f|r, ; maji
v cyklické bazi matici tvaru J,(§), r = dim T ;.

Definice 13.2.5. Matice, kterd je pfimym souctem Jordanovych blokt, je matice
v Jordanové tvaru.

Priklad. Matice

20 0/0 0 0 O0)lO OO0 O0 0O
12 0/{00 0 00 0O0O0O0O0
01 200000 O0O0O0TO0OTO 0
0 0 02 0[O0 0O)jO O O O O O
0 0 0f1 2(0 0}j0O 0 0 0O 0 O
0 00O0O0O|2 00 O0O0O0O0O
0 00O0O0O|1 20 0O0O0O0O0
000 0O0OO0OO0O)|3 0]0O0O0TO 0
000 0O0OO0OO)j1 3/0000O0
000O0O0OO}]0OO0O[3 000
000O0O0OO]0OOf1L 3100
000 O0OO0OOTUO|0O0O0O03]|0
000O0OO OO0 O0OO0O0QO0]|3

je v Jordanové tvaru. Bloky prvniho rozkladu jsou vyznaceny dvojitou ¢arou. Bloktim
druhého rozkladu odpovidaji diagramy

Sipky zde znamenaji zobrazeni f —2id resp. f —3id. Délky spodnich fadki jsou dimenze
prostort vlastnich vektorti s vlastnimi hodnotami 2 resp. 3. U

Dusledek. Bud f: V — V linedrni transformace. Pak existuje bdze prostoru V, vzhledem
k niZ f md matici v Jordanové tvaru.

Definice 13.2.6. Baze z predchoziho disledku je Jordanova bdze a ziskdme ji sjedno-
cenim cyklickych bazi v jednotlivych cyklickych podprostorech T; ;.

P1i praktickém prevodu na Jordaniiv tvar nejdiive nalezneme invariantni podprostory
U = Kerg* = Ker(f — £id)* prvniho rozkladu, pro kazdou vlastni hodnotu & zvlast.
V kazdém z nich pak hledame cyklické podprostory a cyklické baze postupem uvedenym
v diitkazu Tvrzeni [3.2.3

Zbyvé rozhodnout, nakolik je Jordantv tvar matice linedrni transformace urcen jed-
noznacné. Postup k nalezeni Jordanovy béaze, ktery jsme popsali, udavi jednoznacné
v8echny Jordanovy bunky J,(£). Cisla ¢ probihaji v8echny vlastni hodnoty, rozmeér r je
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ur¢en prost¥ednictvim diagrami (14) a pocet bunék s danym rozmérem je uréen pro-
stfednictvim Cisel n; > no > --- > ny, kterd jsou zase jednoznacné urcena formulemi
(15), kde g = f — € id. Neurceno pak zistava pouze pofadi Jordanovych bunék.

Cvigeni. Spoctéte Jordaniv tvar transponované matice AT. (Vysledek: je tyz.) U

13.2.3. Minimalni polynom

Minimalni polynom muzZeme jednoduse stanovit z Jordanova tvaru jako polynom

(x— &M - (z — €GP,
kde &1, ...,&s jsou vlastni hodnoty linearni transformace, resp. matice a p1, ..., s jsou
vysky (maximéalni délky sloupkil) diagrami pro jednotlivé vlastni hodnoty &1, . . ., &s.
(Dokazte jako cviceni.)

P#iklad. Matice z posledniho piikladu ma minimalni polynom (x — 2)3(x — 3)2. O

13.3. Jordaniv tvar matice a kritérium podobnosti matic

Pripomenme, Ze dvé ¢tvercové matice A, B jsou podobné, jestlize existuje invertibilni
matice @ takova, Ze B = QAQ~'. Zapisujeme A ~ B. Dale pfipomeiime, Ze matice
jedné a téze linearni transformace v riznych bazich jsou si podobné (matici @ je v tomto
piipadé matice prechodu mezi bazemi).

Tvrzeni 13.3.1. KaZdd ctvercovd komplexni matice je podobnd matici v Jordanové

tvaru.

Diikaz. Bud A ¢tvercova komplexni matice typu n x n. Potom A je matici linearni
transformace f: C" — C", u — Au. V Jordanové bazi mé transformace f matici B
v Jordanové tvaru. Pak B ~ A. U

Definice 13.3.1. Matice B z piedchoziho dukazu je Jordaniv tvar matice A. ‘

Jordaniv tvar je uréen jednozna¢né az na poradi blokii a rozhoduje o podobnosti
matic:

Tvrzeni 13.3.2. Matice jsou si podobné prdave tehdy, kdyZ maji stejny Jordaniv tvar az
na potadi Jordanovych blokii.

Diikaz. Jsou-li si matice A’, A” podobné, pak zobrazeni u — A'u, u — A”u maji stejné
charakteristické polynomy, stejné vlastni hodnoty a stejné jsou i dimenze a pocty invari-
antnich podprostrori urcené diagramy a formulemi (cviceni). Proto jsou stejné
i Jordanovy tvary.

Naopak, budte B’ ~ A" a B"” ~ A” Jordanovy tvary matic A’ a A”. Jestlize se B’ a
B" 1i3f jen poradim Jordanovych bloki, pak jsou si podobné (cviceni), nacez A’ ~ B’ ~
B" ~ A", O
Cviceni. Dokazte, Ze pro libovolnou &tvercovou matici plati A ~ AT.

Néavod: Dokazte postupné
(i) J =~ JT pro libovolnou Jordanovu matici J (staéi zptehazet vektory v Jordanové
bézi);
(ii) je-li A= J, pak AT ~ JT. O
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14. SKALARNI SOUCIN

Oznaceni. Cislo komplexné sdruzené k &islu z oznacujeme z. Je-li A = (A7) matice,
oznacujeme A = (A;)

Definice 14.0.1. Bud V vektorovy prostor nad P, kde P = R nebo P = C. Zobrazeni
g: V xV — P je skaldrni soucin na V| jestlize pro libovolné u,v,w € V a p € P plati

(1) glu+v,w) = g(u,w) + g(v,w);
(2) g(pu,v) = pg(u,v);

(3) g(u,v) = g(v,u);

(4) g(v,v) >0 pro v # 0.

Cislo g(v,v) je reélné pro kazdy vektor v, i v piipadé, ze P = C (cviceni). Diky tomu
lze ve ¢tvrté vlastnosti porovnavat g(v,v) s 0.

Prvni dvé vlastnosti znamenaji, Ze skalarni soudin je linedrni v prunim argumentu,
tfeti vlastnost je v redlném piipadé symetrie, v komplexnim piipadé kosd symetrie,
ctvrta vlastnost je pozitivni definitnost.

Definice 14.0.2. Vektorovy prostor nad P se skaldrnim soucinem je prostor se skaldr-
nim soucinem. Pokud P = R, skalarni soucin je eukleidovsky a prostor je eukleidovsky.
Pokud P = C, skalarni soucin je hermiteovskyj a prostor je hermiteovsky nebo unitdrni.

Oznaceni. Nemiuze-li dojit k nedorozuméni, misto g(u,v) piSeme jen (u,v).

Tvrzeni 14.0.1. Bud'V prostor se skaldrnim soucinem nad P. Pro libovolné u,v,w € V
ap€ P plati
(1) (u,v 4+ w) = (u,v) + (u, w);
(2) (u,pv) = p(u,v);
(3) (0,v) = (v,0) = 0;
(4) (v,v) =0<v=0.

Diikaz. (1)

(u,v+w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w).

(u,pv) = (pv,u) = p(v,u) = p(v,u) = p(u,v).

(0,v) =(0-v,v) =0-(v,v) =0 a (v,0)=(0,v)=0.
(4) Dusledek podminky (4) v definici skalarniho sou¢inu a pfedchoziho bodu (3). O

Podle (1) a (2) v pfedchozim tvrzeni Eukleidovsky skalarni soucin je linearni i v dru-
hém argumentu.

Pi#iklad. (1) Standardni skalarni soudin na R™ Pro z,y € R", x = (z!,...,2"), y =
'y,
(z,y) =a'y" +- -+ 2 y"
(2) Standardni skalarni sou¢in na C™ Pro z,y € C*, z = (2',...,2"), y = (y',...,y"),
(z,y) = z'yt 4 - 4 2"y
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(3) Budte ay,...,a, kladna realné cisla. Zobrazeni R” x R" — R, které vektorum
r=(z...,2"),y = (y',...,y") € R" piifadi ¢islo
(z,9) = ma'y' + - + anz™y",
je skalarni soucin na R"™
o 2 2 2wz ., n n , o
ey : ,
(4) Budte a1 ayn kladna realna cisla. Zobrazeni C" x C* — C, které vektorim
r=(x',...,2"),y = (y',...,y") € C" prifadi &islo
(l’, y) = alajl? +F anxnyina
je skalarni soucin na C"™
(5) Zobrazeni, které maticim A, B € R™*™ pfifadi ¢islo
m n
_ i i
a3 3 4
i=1 j=1
je skalarni soucin na R™*",
(6) Zobrazeni, které maticim A, B € C™*™ pfifadi ¢islo
m n o
(4,B) =3 > AiBj,
i=1 j=1
je skalarni souéin na C"™*™
(7) Zobrazeni, které spojitym realnym funkcim f, ¢ na intervalu [0, 27] pfifadi realné
¢islo
2m

(f,9) = ; f(z)g(z)d,

je skalarni soucin na prostoru vsech spojitych realnych funkei na intervalu [0, 27]. O

14.1. Délka (norma) vektoru

Pfipomenme, Ze (v,v) € R a (v,v) > 0 pro kazdé v.

Definice 14.1.1. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, v € V. Délka nebo norma
vektoru v je ¢islo

[o]l = v/ (v, ).

‘Deﬁnice 14.1.2. Vektor délky 1 je jednotkovy nebo normovany. ‘

Délka vektoru tedy zéavisi na skalarnim soucinu, a tak uvedené znaceni lze pouzit jen,
je-li jasné, ktery skalarni soucin je uvazovan a nemuze dojit k nedorozumeéni.
Piiklad. (1) Méjme standardni skalarni soucin na R?. Délka vektoru (1,2) je v/5.
(2) Na R? m&jme skalarni soucin ((x!, 22), (y!,9?)) = 1y +222y2. Délka vektoru (1,2)
je 3.
(3) Na prostoru vSech spojitych realnych funkei na intervalu [0, 1] méjme skalarni sou¢in

1
(f.g) = /0 F(2)g(z)dz.
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Takze délka (norma) funkce f je

1
1l = Amwma

Pokud, naptiklad, f(z) = x, potom

! 1
=) [ aae = = 0

Tvrzeni 14.1.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem nad P. Pro libovolné v € V
ap e P plati
(1) ||v|| = 0, navic ||v|| = 0 prdvé tehdy, kdyz v =0,

(2) |lpvll = Iplllv]l,
(8) jestlize v # 0, pak

v
[[o]]

Diikaz. (1) Jednoduchy dusledek definice skalarniho sou¢inu a Tvrzeni|14.0.1

(2) llpvll = /(pv, pv) = /pB(v, v) = V/Ipl2[[0]12 = Ipll|v]].
(3) Cviceni. O

Lemma 14.1.2. (1) re(u,v) = S(|lu+v|> = |Jul|® = ||[v]|?)
(2) im(u,v) = 5([lu+iv]* = [ul* — [|v]*)
Diikaz. (1)
u+v]? = (u+v,u+v)=
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) =
= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v) =
= [[ull® + 2re(u, v) + [lv]|?

Z toho dostaneme
re(u,v) = 5(Ju+vl* — [lul]* - [[v]|*)
(2)
|+ iv]|* = (u+iv,u +iv) =
= (u,u) + (u,iv) + (iv,u) + (v, iv) =
= (u,u) —i(u,v) +i(u,v) + (v,v) =
= [ull® + 2im(u, v) + [|o]|*

7 toho dostaneme

im(u, v) = 5(Ju+ivl* = [lul* — [lo]|*) O

14.2. Nerovnosti

Tvrzeni 14.2.1 (Cauchyova-Bunjakovského-Schwarzova nerovnost). Necht' V je prostor
se skaldrnim soucinem a u,v € V. Pak
[(u, 0)| < Jlulllo]-

Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz {u,v} je linedrné zdvisld mnoZina.
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Diikaz. Predpokladejme, Ze {u,v} je linearné zavisla. Pokud v = 0 nebo v = 0, pak
|(u,v)| = ||ul/||v]| = 0. Jsou-li u,v nenulové, existuje p € P takové, ze u = pv a

2
|

|(u, )] = |(pv, v)| = [pl(v, v) = [plllv]” = |plllvllllv]l = lpelllvll = flullv]-

Je-li {u, v} linearné nezavisla, pak u, v jsou nenulové a pro kazdé p € P je u—pv # 0.
Pro

T
plati
0= (U /U) p(’U,U) = (’LL, U) - (pv,v) = (u —p’U,’U).
Tedy
0 < [lu—pvl* = (u—pv,u—pv) =
:(u—pv,u)—ﬁ(u—pv,v): ((u—pv,v):())
= [|lull* = p(v,u) = (p = (u,v)/|[v]1?)
2 (W)
- ||U” ||UH2 (’LL,U) -
|(u, )|
= Jlul® -
o]
Cili
2
0 < |lull* - ()] (obé strany vynasobime ||v||?)

o]
0 < [lul®[Jv]|* = |(u, v)[?
|(w, ) > < [|Ju))?||v]? (obé strany odmocnime)
| (w, 0)| < [fullf|o]- O

Dulezity diusledek Cauchyovy—Bunjakovského—Schwarzovy nerovnosti je nésledujici
tvrzeni, které je znamé jako trojuhelnikovi nerovnost.

Tvrzeni 14.2.2 (Trojahelnikova nerovnost). Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem
au,veV. Pak

lw+ ol < flull + [|v]-

Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz {u,v} je linedrné zdvisld mnoZina.

Diikaz.
u+v||* = (dikaz Lemmatu
= [ull* + 2re(u, v) + [Jof|* < (re(u, v) < |(u,v)[)
<l + 2| (u, v)| + [fol® < (Tvrzeni [14.2.1)
< lull* + 2llulllloll + [[o]* =
= (lull + [lv]1)*

Zbytek dikazu je jednoduché cviceni. O
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14.3. Odchylka vektori

Pro nenulové vektory u, v mizeme Cauchyovu-Bunjakovského—Schwarzovu nerovnost
zapsat ve tvaru

(.0)]

lellloll =

a v eukleidovském pripadé

(u,v)

= dllfoll —

Funkce cos zZzena na interval [0, 7] je injektivni a tento interval zobrazuje vzajemné
jednoznacné na interval [—1, 1]. Pro kazdou dvojici nenulovych vektoru u, v tedy existuje
pravé jedno realné &islo ¢ € [0, 7] takové, ze

(u, )

COS (p = ——0.
[l

Definice 14.3.1. Bud'te V eukleidovsky prostor a u,v € Vnenulové. Odchylka vektort
u,v (nebo uhel mezi vektory u,v) je ¢islo ¢ € [0, 7] takové, ze

(u,v)

lwlloll

cos p =

Pro libovolny eukleidovsky skalarni souc¢in tedy plati

(u,v) = [lul[[[o]| cos .

Tvrzeni 14.3.1 (Kosinova véta). Budte V eukleidovsky prostor, u,v € V nenulové a ¢
thel mezi nimi. Potom

lu =l = [lull* + [[o]|* = 2lull ]| cos ¢.
Diikaz.
HU_UHQ = (U—’U,u—'l)) = (u,u) —2(1,1,,1)) + (’U,”U) =

= [ull* + [0 = 2flul[|v] cos ¢. O

14.4. Ortogonalita (kolmost)

Definice 14.4.1. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem. Vektory u,v € V jsou kolmé
(nebo ortogondlini), jestlize (u,v) = 0. Zapisujeme u_Lv.

Dva nenulové vektory v eukleidovském prostoru jsou tedy kolmé pravé tehdy, kdyz
jejich odchylka je /2.

Diky tomu, Ze (u,v) = (v,u), kolmost vektori nezéavisi na jejich poradi. JelikoZ pro
kazdy vektor v € V plati (v,0) = 0, nulovy vektor je kolmy ke kazdému vektoru. Z toho,
ze (pu, qu) = pg(u,v) pro kazdé p,q € P, vyplyva, Ze libovolné skalarni nasobky kolmych
vektorli jsou také kolmé.

Definice 14.4.2. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem. Mnozina U C V je ortogondlini,
jestlize ulwv pro libovolné rtzné u,v € U. Ortogonalni mnoZina normovanych vektor
je ortonormdlnd.
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KdyZ v ortogonalni mnoziné nenulovych vektorta kazdy vektor vynasobime pfevrace-
nou hodnotou jeho délky (kazdy vektor znormujeme), dostaneme ortonormélni mnozinu.

Tvrzeni 14.4.1. KaZdd ortogondlni mnozina nenulovijch vektori je linedrné nezduvisld.
Diikaz. Bud {vy,...,v,} ortogonélni mnozina nenulovych vektora. Necht

plog + -+ puy, = 0.

Kdyz pro libovolné ¢ € {1,...,n} obé strany této rovnosti skalarné vynasobime zprava
vektorem v;, dostaneme
(prog + - 4 p"vn, ;) = (0,15) (linearita v prvnim argumentu)
pt(v1,v0) + -+ p (v, v) = 0 (kolmost)
p'(vi,v;) = 0 (vi Z0 a (v, v;) > 0)
p'=0
Takze p' = 0 pro kazdé i € {1,...,n} amnozina {v1,...,v,} je linedrné nezavisla. [0

Disledek. KazZdd n-prvkovd ortogondlni mnoZina nenulovijch vektori v n-rozmeérném
prostoru je bdze tohoto prostoru.

Piiklad. (1) Mg&me R"™ se standardnim skalarnim sou¢inem. Kanonicka baze je orto-
normalni.

(2) Mgjme prostor vech spojitych realnych funkei na intervalu [0,27] se skalarnim
soucinem
2m

(f,9)= [ fl@)g(x)dx
0
Mnozina {1, sin z, cos x, sin(2z), cos(2z), ...} je ortogonalni. O

Tvrzeni 14.4.2 (Pythagorova véta). Budte V prostor se skaldrnim soucinem a u,v € V.
kolmé. Pak

o+ ol* = [lul® + fJol|*.

Drikaz.
|u+v|? = (u+v,u+v) =
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) = (ulw)
= (u,u) + (v,0) = [[ul® + [Jo]|* O
Cvi€eni. Bud {v1,...,v,} ortogonalni mnozina. Ukazte, Ze
lor + - o = fJor |2 4 -+ [Joa>. O

14.5. Souradnice vzhledem k ortonormalni bazi

Tvrzeni 14.5.1. Nechl'V je prostor se skaldrnim soucinem, (ey, ..., ey) jeho ortogondlni
bize a v € V. Pak
v, e v, e
g e e
(e1,e1) (en,en)

Gilt i-ta soutadnice vektoru v vzhledem k uvedené bdzi je

i (vvei) _ (v’ei)

i = .
(eiei)  leill?
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Je-li (e1,...,en) navic ortonormdlni bdze, pak
V= (U, 61)61 +---+ (/Uy en)€n7

Gl 1-td soutadnice vektoru v vzhledem k uwvedené bdzi je

' = (v,¢;).
Diikaz. Necht v = xle; + - - + a"e,. Pro kazdé i € {1,...,n}
zt = (e; #0 a (e;,e;) #0)
‘(eiy e’i) . .
=zt = e;,e;) =0 pro i # j
(eiye’i) (( 7 ]) )
— ! (e1, ;) 4 --—l—xl(e“ei) + -'+x”(€n’el) _
(€i,€i) (ei,e:) (ei, i)
1
N (ei, el) (561(617 ei) +ooet xn(eTH 61)) -
(e -+ )
= xe -4 ax"en, e
(ez7 ez) 1 n 1
(v,0) _ (v.¢)
(eirei)  leill?
Pokud (e, ...,e,) je ortonormalni baze, pak zfejmé x° = (v, ¢;). O
Tvrzeni 14.5.2. Necht' V je prostor se skaldrnim soucinem, (e1,...,e,) jeho ortonor-
mdlni baze, u,v € V, x = (z!, ..., a") souiadnice vektoruu ay = (y*,...,y") souradnice

vektoru v vzhledem k uvedené bdzi. Potom
(u,0) =2y =a'yl + -+ 2"y".
Driikaz.

(u,v) = (Zfﬂiei»zyiei) =Y D (deiyle;) =
i=1 =1

i=1 j=1
n n n

=3 alyi(eie;) = 'y O
i=1 j=1 =1

14.6. Kolmost mnozin

Definice 14.6.1. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, v € V-a M, N C V. Vektor v
je kolmyg na mnoZinu M, jestlize v je kolmy na kazdy vektor z M, zapisujeme v L M.
Mnozina M je kolmd na mnoZinu N, jestlize kazdy vektor mnoziny M je kolmy na
kazdy vektor mnoziny N, zapisujeme M L N.

Cvic¢eni. V praniku kolmych mnozin mutze byt jen nulovy vektor. O
Napiiklad, dvé roviny v R? nejsou vzajemné kolmé.

Tvrzeni 14.6.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem a M,N C V. Potom M1N
pravé tehdy, kdyz [M]LN, a to je prdvé tehdy, kdyz [M]L[N].

Diikaz. Piedpokladejme, 7e M L N. Bud u € [M] a v € N, ¢&li u = plug + - - - + p™u, pro
né&jaké n € N, skalary p',...,p" a vektory uq,...,u, € M. Potom

(u,v) = (prug + - -+ + p up, v) =
:pl(ul,v) + -+ p"(up,v) = 0.
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Takze [M]LN.
Opac¢na implikace a druha ekvivalence jsou zrejmé. O

Chceme-li ovéfit, zda vektor v € V' je kolmy na podprostor U C V| diky predchazeji-
cimu tvrzeni stac¢i ovéfit, zda vektor v je kolmy na vSechny vektory z libovolné mnoziny
generatoru podprostoru U.

14.7. Ortogonalni doplnék

Definice 14.7.1. Necht V je prostor se skalarnim sou¢inem a U C V. Ortogondini
doplnék UL mnoziny U je mnozina viech vektorii z V kolmych na kazdy vektor z U,

tedy
Ut = {v € V| vlu pro viechna u € U}.

Mnozina U~ je tedy nejvétsi mnozina kolma na U.

Tvrzeni 14.7.1. Bud'V prostor se skaldrnim soucinem, U,Uy,Us C V. Pak
(1) jestlize Uy C Uy, pak Us- C U,
(2) U+ = [U]+
(3) Ut je podprostor V.
Diikaz. (1) Je-li Uy C Uy a v € Uy, tedy v1Us, potom v1U; a v € Ut~
(2) Pro v € V podle Tvrzeni v € Ut pravé tehdy, kdyz v € [U]-
(3) Ziejmé 0 € U~ Pro libovolné vy, ve € Ut a u € U plati (v + v, u) = (v1,u) +
(va,u) = 0, takze vy + vo € UL Pro libovolny skalar p, v € Ut a u € U plati
(pv,u) = p(v,u) = 0, takze pv € U™, O

14.8. Ortogonalni projekce

Definice 14.8.1. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, v € V a U podprostor V.
Vektor w € U je ortogondlni projekce (kolmy primét) vektoru v do podprostoru U,
jestlize (v —u) LU, tedy v — u € U Oznagujeme u = vy nebo u = pry(v).

7 definice vyplyva, Ze je-li v € U, potom vy = v.
Tvrzeni 14.8.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem, U podprostor V a v € V. Pak
pro kazdy vektor u € U, u # vy, plati
o —vull < llv—wul.
Ortogondlnd projekce vektoru do podprostoru je urcena jednoznacné, pokud existuje.

Diikaz. Podle definice vy € Ua (v—uvy) LU, takze pro kazdé u € Uplati (v—vy)L(vp—u).
Pro u # vy navic

lv = vy * < (lvw = ull > 0)
< v =yl + lov —u|? = (Pythagorova véta)
=I(v = vv) + (vw —w)|I* =
= |lv— ul]*

Necht w1, ue € U jsou ortogonalni projekce vektoru v do podprostoru U. Predpokla-
dejme, Ze uy # us. Potom podle pravé dokédzaného

|lv —u1]] < ||lv—wue| azaroven |jv— us| < ||lv—u].
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Dostavame spor, takze u; = ue a ortogonélni projekce je tedy urcena jednoznac¢né. [

Tvrzeni 14.8.2. Budte V prostor se skaldrnim soucinem, U jeho konecnérozmérny pod-

prostor a (€1, ..., en) ortogondlni bize podprostoru U. Pak pro kaZdé v € V plati
(v,e1) (v, em)
pr v) = “ e + —e .
U( ) (61761) (emaem) "
Je-li (e1,...,em) navic ortonormdlni bdze, pak

pry(v) = (v,er)er + - + (v, em)em.

Diikaz. Vektor v = ule; + -+ + u™e,, € U je ortogonalni projekce vektoru v do pod-
prostoru U = [ey, ..., en] pravé tehdy, kdyz vektor v — u je kolmy ke kazdému vektoru
z U, coz je pravé tehdy, kdyz v — u je kolmy ke kazdému e;, to je pravé tehdy, kdyz pro
kazdé i € {1,...,m}

0=(v—u,e) = (v,€;) — (u,€;) =
= (v,e;) — (uler + -+ uMepm, €) =
= (v,e;) —ul(er,e) — - —u™(em, e;) =
= (v, e;) — u'(es,e;)

a to je pravé tehdy, kdyz u’ = ((: i’)) jelikoz (e, ¢€;) # 0.

Pokud (e1,...,e,) je ortonormalni baze, pak ziejmé u’ = (v, e;). O

14.9. Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Tvrzeni 14.9.1. V kaZdém konecnérozmeérném prostoru se skaldrnim soucinem ezistuje
ortonormdlni bdze.

Diikaz. Existenci ortonormalni béze dokdZzeme pomoci Gramouvy-Schmidtovy ortogonali-
zace.

Bud'te V kone¢nérozmérny prostor se skalarnim sou¢inem a (vi,...,v,) jeho baze.
Ukazme, Ze existuje jeho ortogonélni baze.

(1) Polozme e; = v1. Potom vektor e; je nenulovy, {e;} je linedrné nezavisla mnozina
a [[61]] = [[Ul]].

(2) Postupné pro k = 1,...,n — 1 pfedpokladejme, Ze mame {ej,...,ex} ortogo-
nalni mnozinu nenulovych vektoru (tedy linearné nezavislou mnozinu) takovou,
ze [e1,...,ex] = [v1,...,vk]. Oznaéme Uy = [ey,...,ex]. Vektor egqq ziskame
tak, ze od vektoru vgy, ode¢teme jeho ortogonalni projekci do podprostoru Uy.
Tedy

k

€k+1 = VUk+1 — Py, (Vkt1) = Vrg1 — Z
i=1

(Vg+1,€)
(eivei)

Podle definice ortogonalni projekce vektor epi; je kolmy na U, tedy na
v8echny vektory z Uy, véetné ey, ..., ex. Mnozina {ey, ..., ek, ex11} je tedy orto-
gonalni.

Jelikoz baze je linearné nezévisla, vektor vg,q neni prvkem podprostoru Uy
a nerovna se tedy své ortogonalni projekci prUk(ka) do tohoto podprostoru.
Proto exy1 je nenulovy vektor a mnozina {ej, ..., e, ex1} je linedrné nezavisla.
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K tomu, [er,...,ext1] = [v1,...,vk+1]. Platie; = vy ae;, i € {2,...,k+1}, je

linearni kombinace vektort ey, ..., e;_1,v;, proto [e1,...,exr1] C [v1,. .., vks1]-
Na druhou stranu, v; pro i € {1,...,k + 1} je linearni kombinace vektoru
€1,...,e;, proto [ui,...,vp11] C [er,. .., exsr1]-

Takze pro kazdé k € {1,...,n} (e1,...,ex) je ortogonalni baze prostoru Uy a U, = V.
Nakonec,

(o o)
lleall™ " flenll

je ortonormalni baze prostoru V. O

V predchozim diikazu je mozné vzdy po ziskani ey tento vektor normovat a dostat tak
ortonormélni bazi prostoru Uy. V takovém piipadé se zjednodusi vypocet ortogonalni
projekce do podprostoru Uy a tedy i vypocet vektoru eg.

14.10. Vlastnosti ortogonalniho doplinku

Tvrzeni 14.10.1. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem a U jeho konecnérozmérniy
podprostor. Pak

(1) Ut =0,

(2) V=U+U*,

(3) je-li V konecnérozmérny, potom dimU+ = dimV — dim U .
Diikaz. (1) Kazdy vektor z U je kolmy na U+, takze U C UL Bud v € UL Tedy v
je kolmy na kazdy vektor z U+, Jelilkoz podprostor U je koneénérozmérny, existuje vy.
Podle definice ortogonalni projekce vy € U a v — vy € U L oeli vyL(v —vy) a zaroven
vl (v —oy). Takze

lv — vy = (v = vp, v = vy) = (v,0 —vy) = (v, v —vy) =0—0=0,

proto v = vy € U, ¢ili U+ C U a celkove UL+ =U.

(2) Opét, podprostor U je kone¢nérozmérny, takze ke kazdému vektoru v € V existuje
jeho ortogonalni projekce do U, piicemz vy € U, v —vy € Ut a v = vy + (v —vy). Takze
V =U+U Jelikoz U a U™t jsou vzajemné kolmé, v jejich priiniku je jen nulovy vektor.
Z toho vyplyva, ze V = U+U"L.

(3) Z predchoziho bodu a Tvrzeni dostaneme dimV = dim U + dim U+, O

Tvrzeni 14.10.2. Necht' V je prostor se skaldrnim soucinem, Uy, Uy jeho konecnéroz-
meérné podprostory. Potom

(U1 + Ut =UENUS C UL + U = (U n L)t

Dikaz.
U,Uy CU +Us = (ULW+U)tCUL U = (U+U)tCcUinUs
UNUy, CULU, = U U C(UNU)t = U +Us CUNU)*

V pravé dokdzanych vztazich misto Uy, Us pouzijeme UlL, U2l a dostaneme

(Ut +UH* cuttnutt =unt, = (UNn)t CU; +Us

U+ Uy =Uit + Ut C (U nUSH* = U nNUS C (U + Ut
Nakonec, ziejmé

Ul NUs CUL +US. O

Cvigeni. Najdéte V, Uy, Us takové, ze (U3 NUs)™ € Ui N U5 O
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14.11. Shodnosti—ortogonalni a unitarni transformace a matice
14.11.1. Shodnosti—ortogonalni a unitarni transformace

Shodnost je linearni transformace, ktera zachovava skalarni soucin.

Definice 14.11.1. Bud V prostor se skalarnim soudinem. Linearni transformace
f:V — Vje shodnost, jestlize pro kazdé u,v € V

(f (u), f(v)) = (u,v).

V eukleidovském piipadé se shodnost nazyva také ortogonding transformace, v hermi-
teovském pripadé se shodnost nazyva také unitdrni transformace.

Kdyz shodnost zachovava skalarni soucin, zachovavé i normu, kolmost a v eukleidov-
ském piipadé i odchylku vektort, coz jsou pojmy zavedené pomoci skalarniho soucinu.
Plati i nékteré opac¢né implikace.

Tvrzeni 14.11.1. Bud f linedrni transformace prostoru V se skaldrnim soucinem. Nd-
sledugict tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) f je shodnost;
(2) f zachovdvd délky vektori, tj. || f(v)|| = ||v]| pro kaZdé v € V;
(3) f zobrazujge jednotkové vektory na jednotkové vektory;

(4) f zachovdvd ortonormalitu, tj. f(U) je ortonormdlni mnoZina pro kaZdou orto-
normdlni mnoZinu U .

Diikaz. (1) = (2) Je-li f shodnost, pro kazdé v € V

IF )l =V (f(v), f() = V/(v,0) =[],

(2) = (1) Pfedpokladejme, 7ze f zachovava délky vektortu. Potom

ve(f(u), f(v)) = (Lemma [11.2)
YU + S = 1 @I = [f@)2) = (incarita f)

L(f 4+ o) = [ F@)2 = 1)) = (

Ll + ]2 = llull® = lo]?) = (

re(u, v)

f zachovava délky)

Lemma (14.1.2])

im(f(u), f(v)) = (Lemma
= 5(If () +if @ = If@* = If@)]*) = (linearita f)
— LS+~ If @I - @)D = (f sachovava delky)
= $(lu+ivl? = Jul® = lv]|*) = (Lemma [T4.1.2)
= im(u,v)

(f(u), f(v)) = (u,0).
(2) = (3) Zfejme.
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(3) = (2) Necht f zobrazuje jednotkové vektory na jednotkové vektory. Jelikoz f(0) =
0, |£(0)]| = |0]|. Bud v € V, v # 0. Potom ||v|| # 0 a

o= ()
S 0 ER -

“wlrl= Gl b))

(f je linearni)

Toll

= |-
(1) = (4) Necht f je shodnost. Bud U ortonormalni mnoZina. Potom pro f(u), f(v) €
f(U), f(u) # f(v), plati
(f(u), f(v)) = (u,v) =0 a [[f(u)]=ull=1.

Cili, f(U) je ortonormalni mnoZina.
(4) = (3) Ziejme. O

Piiklad. (1) V eukleidovském prostoru E?: rotace kolem nulového vektoru, osové sou-
mdérnost.

(2) V eukleidovském prostoru E3: rotace kolem osy, rovinova soumérnost (zrcadlent),
stfedova soumérnost. (]

Na druhou stranu, kdyz lineérni transformace zachovava kolmost nebo zachovava od-
chylky vektort, jesté to neznamena, Ze to je shodnost.

Cviceni. Uvedte ptiklady zobrazeni, kterd zachovavaji kolmost nebo zachovavaji od-
chylky vektori, ale nejsou to shodnosti. U

Tvrzeni 14.11.2. Bud V konecnérozmérny prostor se skaldrnim soucinem, (ey, ..., en)
jeho ortonormdlni baze a f jeho linedrni transformace. Pak f je shodnost prdve tehdy,

kdyz (f(e1),-.., f(en)) je ortonormdlni baze V.
Drikaz. Implikace ,,=“ je snadné cviceni. '

Necht (f(e1),..., f(en)) je ortonormdlni baze. Budte u,v € V, u = > a'e;, v =
Yyle, = (a',...,a") ay=(y',...,y"). Potom f(u) = Zﬂ«“f(ez) f) =3y f(e)
a podle Tvrzeni [14.5.2

(uvv) :ngz (f(U),f(U)) U
Tvrzeni 14.11.3. KaZdd shodnost konecnérozmérného vektorového prostoru se skaldr-
nim soucinem je izomorfismus.

Diikaz. Shodnost je linearni zobrazeni. Je tedy potieba dokéizat jiz jen bijektivnost. Bud
u € Ker f, tedy f(u) = 0. Potom |ju|| = ||f(u)| =0 a u = 0. Takze, Ker f = {0} a f je
injektivni.

Dale dimIm f = dimV — dim Ker f = dim V, proto Im f =V a f je surjektivni. [
Tvrzeni 14.11.4. SloZeni shodnosti je shodnost.

Diikaz. Cviceni. O

14.11.2. Ortogonalni a unitarni matice

Definice 14.11.2. Ctvercova matice A nad R (resp. C) typu n x n je ortogondlni
(resp. unitdrni), jestlize (Au, Av) = (u,v) pro kazdé u,v € R™ (resp. C"), kde (, ) je
standardni skalarni sou¢in na R™ (resp. C").

Piipomefime znaceni: Pro matici A = (A%) oznacujeme A = (A;)
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Tvrzeni 14.11.5. Bud A ¢tvercovd matice nad R (resp. C) typu n x n. Nasledujici
turzeni jsou ekvivalentni:
(1) A je ortogondlni (resp. unitdrni);
(2) mnozina sloupki matice A je ortonormdalni v R™ (resp. C") se standardnim ska-
larnim soucinem;
(3) ATA=FE (resp. ZTA E);
(4) AAT = E (resp. v =F);
(5) mnoZina Tddki matice A je ortonormdini v R™ (resp. C") se standardnim ska-
ldrnim soucinem,
(6) AT je ortogondlni (resp. unitdrni).

Drikaz. Jen pro redlny piipad.
= Bud (ey,...,e,) kanonicka baze R™. Potom Ae; = AY je i-ty sloupek matice
A a plati

(A2, A2) = (Aei, Aej) = (ei e;) = 61,

takze mnozina sloupkt matice A je ortonormalni.

&
(ATA), =) (AT ZAkAk (43, A9).

k=1
= Jestlize ATA = E, potom pro kazdé u,v € R”
(Au, Av) = (Au)T(Av) = uTATAv = w"Ev = v = (u,v).

& Jestlize ATA = E, potom AT = A=t a AAT = AA~! = E. Obdobné druha
implikace.

{) < ()
(AAT); ZAl ATk ZAZAi;: (AL, AD).

. @ Jestlize AAT E, potom pro kazdé u,v € R"
(ATu, ATv) = (ATu)T(ATv) =uwTAATv =u " Ev = uTv = (u,v).

@ = (5) Bud (e1,...,e,) kanonickd baze R"™ Potom ATe; = (AT)? = Al je i-ty
radek matice A a plati

(AL, A) = (ATei, ATej) = (eiej) = 8],
takze mnozina fadki matice A je ortonormalni. U
Diisledek. Je-li A ortogondlni (resp. unitdrni) matice, pak je reguldrni a A~' = AT
-1 —T
(resp. A== A").
Diikaz. Je-li A ortogonalni (resp. unitarni) matice, pak podle Tvrzeni[14.11.5{ATA = E
(resp. A4 = E), takze AT = A™! (resp. A= A, O

Tvrzeni 14.11.6. Je-li A ortogondlni (resp. unitdrni) matice, pak det A = +1 (resp.
|det A| =1).

Dikaz.
1=det E =det(A' A) = det A' det A = det Adet A = | det AJ?
Je-li det A € R, potom det A = +1. O

Cvic¢eni. Dokazte, ze det A" = det A. O
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Tvrzeni 14.11.7. Soucin ortogondlnich (resp. unitdrnich) matic je ortogondlni (resp.
unitdrni) matice.

Diikaz. Budte A, B ortogonalni (resp. unitarni) matice, ¢ili ATA = E a BTB = E (resp.
A'A=FEaB' B=E). Potom
(AB)"TAB=B"ATAB=B'B=FE (resp. AB' AB=B A'AB=B'B=E).O

14.11.3. Ortogonalni transformace a ortogonalni matice

Tvrzeni 14.11.8. Bud f linedrni transformace konecnérozmeérného prostoru se skaldr-
nim soucinem a A jeji matice vzhledem k ortonormdlni bdzi. Pak f je shodnost prdvée
tehdy, kdyZ matice A je ortogondlni.

Diikaz. Bud V prostor se skalarnim souc¢inem, (e, ..., e,) jeho ortonormalni baze. Sloupky
A? matice A jsou soufadnice vektortu f(e;) vzhledem k bazi (e, ..., ey), cili

n
k
k=1

Podle Tvrzeni [14.11.2| f je shodnost pravé tehdy, kdyz (f(e1),..., f(en)) je ortonor-
mélni baze, a to je pravé tehdy, kdyz pro kazdé i,j € {1,...,n}

(f(ei), fle)) = 53, kde 5; je Kroneckerovo delta.

Ale
(f(ea), f (Z Afer, Z Al 61) =D A Ay, e) =
k=1 =1
= ZZAkAlak ZAkAk = ZA’“ ), =
=11=1 k=1
(A" 4)]
¢ili f je shodnost pravé tehdy, kdyz ATA = E, tedy kdyz A je ortogonéalni. O

14.11.4. Matice prechodu mezi ortonormalnimi bazemi

Tvrzeni 14.11.9. Matice pfechodu od ortonormdlni bdze k ortonormdini bdzi prostoru
se skaldrnim soucinem je ortogondlni (resp. unitdrni).

Diikaz. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, ¢ = (ey,...,e,) a f = (f1,..., fn) jeho
ortonormélni baze, () matice pfechodu od baze e k bazi f. Podle Tvrzeni [14.5.1
n
ei=> (en fi)fn, @li QF = (es, fi).
k=1
Potom
T i = "
@'Q): =Y @ik = ZQZ Qh = Z (ei, fi)(ego fr) = Y (ej, (ei, fi) fir) =
k=1 k=1 k=1
n .
= <6j7 (eia fk)fk‘) = (ejaei) = 6;7
k=1
takze

@TQ = E a matice @ je ortogondalni (resp. unitarni). O
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Disledek. Bud QQ matice piechodu od ortonormdlni bdze k ortonormdlni bdzi eukleidov-
ského prostoru. Potom

det O 1, jestliZe uvedené bdze maji stejnou orientaci,
€ = . . - . . . .
—1, jestlize uwvedené bdaze nemaji stejnou orientaci.

Drikaz. Tvrzeni vyplyva z Tvrzeni[14.11.9(a [14.11.6] O
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15. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

V celé kapitole P = R nebo P = C a vektorové prostory jsou nad P.

15.1. Bilinearni formy

Definice 15.1.1. Bud V vektorovy prostor nad P, kde P = R nebo P = C. Bilinedrni
forma na prostoru V je zobrazeni 8: V x V — P takové, Ze pro libovolné u,v,w € V

aa€cP
B(u+v,w):ﬁ(u,w)+ﬁ(v,w), B(au,w):aﬁ(u,w),
B(u,v—i—w):ﬂ(u,v)—l—ﬁ(u,w), ﬂ(u7aw):aﬂ(u’w)a

(linearita v prvnim a druhém argumentu).

Priklad. (1) Eukleidovsky skalarni soucin je bilinearni forma.

(2) Zobrazeni B: R? x R? — R,

1 1 1,1
Zz Yy _ r—y
() () = (5 32)
je bilinearni forma na R2.
(3) Bud B ¢tvercova matice typu n x n nad R. Potom zobrazeni fp: R" x R” — R,

n n n n
Boley)=aTBy=) o'} By =) > By
i=1  j=1 i=1 j=1
je bilinearni forma na R™.

Napriklad, pro

7= )

1
Bp(z,y) =2 By = (2! 2?) (:1,) i) <52> = oty! + 201y% + 322yt + 422 O

15.2. Matice bilinearni formy

Definice 15.2.1. Bud V n-rozmérny vektorovy prostor nad P, (v1,...,vy,) jeho béaze

a [ bilinearni forma na V. Matice, ktera v i-tém fadku a j-tém sloupku ma S(v;, v;),
je matice bilinedrni formy [ vzhledem k bdzi (v, ..., vy).

Tvrzeni 15.2.1. Bud'V n-rozmérny vektorovy prostor nad P, v = (v1, ..., v,) jeho bdze,
w,v €V, (z,...,2"), resp. (y',...,y") jejich souradnice vzhledem k bdzi v, B bilinedrni

forma na V a B matice formy B vzhledem k bdzi v. Potom

n n
Blu,v) =z "By = Z Z Bji-:riyj.

i=1 j=1
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Diikaz.
10D B 3) SR
i=1 j=1 i=1 j=1
n n
= Z Z z'y’ B = z' By. O
i=1 j=1
Tvrzeni 15.2.2. Bud V n-rozmérny vektorovy prostor nad P, v = (vy,...,vy) jeho bdze

a B matice typu n X n nad P. Zobrazeni 3: V xV — P,
B(u,v) =z By pro kazdé w,v € V,

kde z,y jsou souradnice vektori u, resp. v vzhledem k bdzi v, je bilinedrni forma na V
a jeji matice vzhledem k bdzi v je B.

Diikaz. Pro libovolné u,v,w € V, jejich souradnice x,y, z vzhledem k bazi v a a € P
plati

Blu+v,w)=(x+y)"Bz= (2" +y")Bz=2"Bz+y Bz =
— B(u,w) + B, w)

Blau,v) = (ax) "By = ax' By =
= afB(u,v).

Linearita ve druhém argumentu se ovéfi obdobné (cviceni).
Dale,

B(vi,v) = e] Bej = Bj,

kde e;, e; jsou i-ty a j-ty vektory kanonické baze R", ¢ili B je matice bilinearni formy 3
vzhledem k bazi v. U

Obdobné jako u matice linearni transformace zménou baze se méni i matice biline4rni
formy.

Tvrzeni 15.2.3. Bud'V n-rozmérny vektorovy prostor, u = (u1,...,uy), 0 = (v1,...,0y)
jeho bdze, Qu, matice prechodu od baze v k bdzi u, B bilinedrni forma na V, B, matice
formy B vzhledem k bdzi u a B, matice formy [ vzhledem k bdzi v. Potom

= Z Z(Qnu)f(QUu)z(Bu)f’

k=11=1

By = QBuQuu.

Diikaz. Pro piehlednost zapisu oznacme Q = Qy,. Potom

n n
k l
Ui:ZQiuk a Uj:ZQlea
k=1 =1

takze

(BU) = B( Uz,Uj <Z Qkuk,ZQlul> =
S QB ) = 35 Q4B

k=11=1 k=11=1
n

3 @B~ (@TBQ), 2

k=1 1=1
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Cvicéeni. Dokazte, Ze B, = QLBUQW. O

Definice 15.2.2. Matice A, B jsou kongruenini, jestlize existuje regularni matice
takova, ze A = QTBQ.

Je-li Q ortogonalni matice, tedy QT = Q~!, potom jsou matice A, B podobné i kon-
gruentni.
Kongruentni matice vyjadiuji jednu a tutéz bilinearni formu v rtznych bézich.

Tvrzeni 15.2.4. Kongruentnost ctvercovijch matic je relace ekvivalence.
Driikaz. Cviceni. U

Tvrzeni 15.2.5. Matice kongruentni se symetrickou (antisymetrickou) matici je syme-
trickd (antisymetrickd).

Diikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 15.2.6. Rddkovou elementdrni dpravou ctvercové matice a stejnou sloupko-
vou elementdrni upravou takto ziskané matice, dostaneme matici kongruentni s pivodni
matict.

Diikaz. Bud A &tvercova matice. Radkovou elementarni ipravou matice A ziskdme ma-
tici QA, kde @ je vhodné elementarni matice. Stejnou sloupkovou elementarni tpravou
matice A ziskAme matici AQT. Témito dvémi upravami tedy dostaneme matici QAQT,
coZ je matice kongruentni s matici A, protoze elementarni matice jsou regularni. O

15.3. Symetrické a antisymetrické bilinearni formy

Definice 15.3.1. Bilinearni forma g na vektorovém prostoru V je
e symetrickd, jestlize 5(u,v) = B(v,u) pro libovolné u,v € V,
e antisymetrickd, jestlize B(u,v) = —f(v,u) pro libovolné u,v € V.

Piiklad. (1) Eukleidovsky skalarni soucin je symetricka bilinearni forma.
(2) Zobrazeni B: R? x R? — R,

#(G)- () =G 32)

je antisymetricka bilinearni forma na R2. O

Tvrzeni 15.3.1. Bud 8 bilinedrni forma na konecnérozmérném vektorovém prostoru.
Potom

(1) B je symetrickd pravé tehdy, kdyz jeji matice vzhledem k libovolné bazi je symet-

rickd,
(2) B je antisymetrickd prdve tehdy, kdyZ jeji matice vzhledem k libovolné bdzi je
antisymetrickd.
Diikaz. Bud V n-rozmérny vektorovy prostor nad P, (v1,...,v,) jeho baze, 8 bilinearni

forma na V a B matice formy [ vzhledem k bazi (v1,...,v,).
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(1) Je-li B symetricka, pak B;- = B(vi,v;) = B(vj,v;) = Bg, takZze B je symetricka.
Je-li B symetricka, pak pro libovolné u,v € V a jejich soufadnice z, resp. y plati
B(u,v) = x" By = (B=BT)

=2 By = (T BTy je matice typu 1 x 1)
=(@"BTy)" =
=y'Bx =
= B(v,u),
takZe [ je symetricka.

(2) Druhou ¢ast tvrzeni lze dokazat obdobné. O

Tvrzeni 15.3.2. Bud'V vektorovy prostor nad P a 3 bilinedrni forma na V. Potom exis-
tuje pravé jedna symetrickd bilinedrni forma Bs a prdvé jedna antisymetrickd bilinedrni
forma B, takové, Ze B = PBs + Bq. A to sice

Bs(uav) = %(ﬁ(uvv) +/8(U7u)) a ﬁa(uav) = %(ﬁ(uv U) —ﬁ(’U,U)).
Diikaz. Bilinearni forma S, definovana vztahem

Bs(u,v) = 5(B(u,v) + B(v,u))
je symetrickd (cviceni), bilinearni forma S, definovana vztahem

Bal(u,v) = 5(B(u,v) = B(v,u))
je antisymetricka (cviceni) a

B(ua U) = ,BS(U, U) + Ba(uv U)'

Bud'te 7, symetrickd bilinearni forma a v, antisymetricka bilinearni forma takové, Ze
B = s + Vq. Potom pro libovolné u,v € V

ﬁ(ua U) = WS(U’ U) + /Va(uv U)

ﬁ(v7 u) = '78(21’ u) + /Va(va u) = ’73(“7 U) - va(u, U)'
Souc¢tem téchto dvou rovnic dostaneme

'73(”)7]) = %(ﬁ(u,v) + /8(U7u)) = 53(“7”)3

odec¢tenim druhé rovnice od prvni dostaneme

'7(1(“7’0) = %(ﬂ(ua U) - B(’L),U)) = ﬁa(ua U)' O

Poznamka. Mnozina vSech bilinearnich forem na vektorovém prostoru s operacemi séi-
tani forem a néasobeni formy skaldrem tvofi vektorovy prostor. MnoZina vSech syme-
trickych bilinearnich forem a mnozina v8ech antisymetrickych bilinearnich forem jsou
podprostory tohoto prostoru. Podle pfedchoziho tvrzeni prostor vSech bilinearnich fo-
rem na jednom prostoru je pfimym souc¢tem téchto dvou podprostort.

15.4. Kvadratické formy

V geometrii i fyzice se Casto vyskytuji kvadratické formy. Mezi nimi a symetrickymi
bilinearnimi formami je jednojednozna¢na korespondence.

Definice 15.4.1. Bud 8: V x V — P bilinearni forma. Zobrazeni 3: V — P, B(v) =
B(v,v), je kvadratickd forma piislusna bilinearni formé 3.

Priiklad. Pro eukleidovsky skalarni soucin piislusna kvadraticka forma je zobrazeni,
které kazdému vektoru u z piislusného vektorového prostoru piitadi (u,u) = |[ul|?>. O
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Kvadraticka forma je dana symetrickou ¢asti bilinearni formy.

Lemma 15.4.1. Bud § bilinedrni forma. Potom B35 je jedind symetrickd bilinedrni forma
takovd, Ze 8 = Bs. Navic,

Bs(u,v) = §(B(u+v) = Blu) = B(v)).
Diikaz.
B(v) = B(v,v) = Bs(v,v) + Ba(v,v) = (Ba(v,v) = 0)
= Bs(v,v) = Bs(v).
Bud v symetricka bilinearni forma takova, ze 5 = 7. Potom
F(u+v) =y(u+v,u+v) =y(u,u) + 2y(u,v) + y(v,v) =
= () + 2y(u,v) +5(v).
7 toho dostaneme

Y(u,v) = 5 (F(u+v) = 5(u) = 5(v)) = 5 (Blu+v) = Bu) - B(v)) =

= 5(Bs(u v, 1+ ) = (1) = B(v,v)) =
= %(ﬁs(U, U) + BS(U, U) + Bs(vau) =+ 68(”7”) - Bs(u’u) B ’BS(U’U» -
= %255(1‘7 1)) = 55(“”@)' N

Definice 15.4.2. Bud § bilinearni forma. Bilinearni forma f; je polarizace kvadratické
formy /3.

Tvrzeni 15.4.2. Budte 3, bilinedrni formy. Potom = 7 prdveé tehdy, kdyz Bs = 7s.
Diikaz. Vyplyva z Lemmatu [15.4.1] O

Piiklad. Mé&jme kvadratickou formu 3 na R?
Bz, 2?) = a(z')? + brtz? + c(z*)%
Potom

ﬁs((xl, xz), (yl, yz)) = azty + %bacly2 + %byle + cxy?. O

15.5. Kanonické tvary

Tvrzeni 15.5.1. KaZdd symetrickd matice nad P je kongruentni s diagondlni matict.

Diikaz. Bud A symetrickd matice typu n x n. Jelikoz pfipad nulové matice je ziejmy,
predpokladejme, Ze A je nenulova. Prevedeme ji na diagonalni matici v n krocich, v i-tém
kroku vynulujeme prvky v i-tém fadku a i-tém sloupku mimo diagonalu, a to pomoci
koneéné mnoha dvojic Gprav, piicemz kazda dvojice tprav sestdva z fadkové elemen-
tarn{ dpravy a stejné sloupkové elementarni apravy. Pro jednoduchost budeme matici
po provedeni dvojice uprav oznacovat také A. i-ty krok vypadé nésledovné.
1. Je-li i-ty sloupek nulovy (a tedy i i-ty fadek nulovy), v i-tém kroku nedé&lame
nic.
2. Jestlize At = 0, p¥icteme c-nasobek j-tého fadku k i-tému fadku a pak p¥icteme
c-nasobek j-tého sloupku k -tému sloupku, kde j > i je takové, ze A} # 0, a ¢
volime takové, Ze ¢ # 0 a 2A§- + CA; # 0. Potom A = c(QA;'- + cA;) # 0.
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3. Pro kazdé j # i takové, Ze Ag # 0, piicteme (—A{/AZ)—nésobek i-tého fadku k j-
tému radku a pak pri¢teme (—A; /A})-néasobek i-tého sloupku k j-tému sloupku.
Potom A} = 0 pro kazdé j # i.
Po i-tém kroku mame blokové diagonalni matici

D; 0
0 Gi)’

kde D; je diagonélni matice typu ¢ X ¢ s prvky dy, ..., d; na diagonale.
Provedenim k dvojic uprav (vzdy fadkova a stejné sloupkova uprava) dostaneme ma-
tici

B, =P, ---PAP! ... P] = P,,---PLA(P,---P))",

kde Py, ..., P; jsou vhodné elementarni matice. Matice By je tedy symetrickd matice
kongruentni s pivodni matici A (viz Tvrzeni [15.2.5a (15.2.6]).
Po n-tém kroku mame diagonalni matici D s prvky di,...,d, na diagonile, pficemz

D=P,---PAP! ---Pl =P, ... PLA(P,,---P)",

kde Py,..., P, jsou vhodné elementarni matice. Oznaéime-li Q = (P, --- Py)', potom
D = QT AQ a matici Q miizeme ziskat tak, Ze za¢neme s jednotkovou matici a provadime
jen uvedené sloupkové upravy. U

Tvrzeni 15.5.2. Bud A symetrickd matice nad P.
(1) Jestlize P =R, potom A je kongruentni s diagondlni matici D takovou, Ze D! €
{0,1,—1} pro kaZdé i.
(2) Jestlize P = C, potom A je kongruentni s diagondlni matici D takovou, Ze D! €
{0,1} pro kazdé i.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni A je kongruentni s diagonélni matici, ktera mé na
diagonale prvky dy, ..., dy.
(1) Pro kazdé i takové, ze d; # 0, provedeme dvojici tprav: i-ty Fadek vynasobime
1/+/]d;| a i-ty sloupek vynasobime 1/4/]d;]. Na misté& (4,7) potom bude d;/|d;| =
+1, takZe na diagonale budou jen prvky mnoziny {0, 1, —1}.
(2) Pro kazdé i takové, ze d; # 0, provedeme dvojici tprav: i-ty rfadek vynasobime
z; a i-ty sloupek vynasobime z;, ¢ili na misté (i,7) potom bude d;22, a tak z; €
C volime takové, aby diz? = 1. Na diagonale pak budou jen prvky mnoziny
{0,1}. O

Definice 15.5.1. Bud A symetrickd matice nad P. Diagonélni matice D kongruentni
s matici A takova, ze D! € {0,1, -1} (resp. D} € {0,1}) pro kazdé i, je kanonicky tvar
symetrické matice A vzhledem ke kongruentnosti.

Poznamka. Pocet nenulovych prvki v diagonalni matici je roven poctu jejich nenulo-
vych fadku, tedy jeji hodnosti. Hodnost matice se neméni elementarnimi dpravami, tedy
ani ndsobenim regularni matici, takze kongruentni matice maji stejnou hodnost a pocty
nenulovych prvkia v kongruentnich diagonélnich maticich jsou stejné.

Takze diagonalni matice D z dikazu Tvrzeni [I5.5.]] sice neni uréena jednoznacné,
ale vSechny diagonalni matice kongruentni s matici A, véetné v8ech jejich kanonickych
tvart, maji stejny pocet nenulovych prvka na diagonale.

Tvrzeni 15.5.3. Pro kaZdou symetrickou bilinedrni formu na koneénérozmérném vek-
torovém prostoru nad P existuje bdze tohoto prostoru takovd, Ze matice dané bilinedrni
formy vzhledem k této bdzi je v kanonickém tvaru vzhledem ke kongruentnosti.
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Diikaz. Disledek Tvrzeni[[5.5.1] a[15.5.2 O

Pocet nenulovych prvki diagonélni matice symetrické bilinearni formy nezavisi na
volbé baze prislusného prostoru. Dokonce, v piipadé vektorového prostoru nad R a sy-
metrické bilinearni formy na ném pocet jednicek a minus jednicek v jeji matici, ktera je
diagonélni, nezavisi na volbé baze.

Tvrzeni 15.5.4 (Sylvestertuv zakon setrvacnosti). Pocet jednicek a minus jednicek v ma-
tici symetrické bilinedrni formy na konecnérozmérném redlném vektorovém prostoru ne-
zdwist na volb€ bdze.

Diikaz. Bud B symetricka bilinearni forma na koneénérozmérném realném vektorovém
prostoru V. Bud'te u = (u1,...,u,), 0 = (v1,...,v,) baze prostoru V takové, ze matice
formy g vzhledem k témto bazim, oznacme je B, a By, jsou v kanonickém tvaru. Bez
ztraty obecnosti pro jednoduchost predkpokladejme, Ze matice B, je diagonalni matice,
ktera ma na diagonéle nejdiive k; jednicek, potom /1 minus jednic¢ek a ostatni prvky
nulové, a matice By je diagondlni matice, kterd ma na diagonale nejdrive ky jednicek,
potom lo minus jednicek a ostatni prvky nulové. Cili,

Ey, 0 O Ey, 0 0
B,=| 0 -—-E, 0 a B,=| 0 -E, 0],
0 0 O 0 0 O
kde F; je jednotkova matice typu i X 1.
Predpokladejme, Ze k1 > ko. Oznaéme Uy = [ui,...,ug, ] a Uz = [Ukyt1s---,0n].
Potom
dim(U; NUy) =
=dimU; + dim Uy — dim(U; + Us) > (dim(U; + Us) < n)

>ki+ (n—ka)—n>0,
takze existuje nenulovy vektor v € U;NUs. Oznaéme x a y soufadnice vektoru v vzhledem
k bazim u, resp. v. Jelikoz v € Uy a zaroven v € Us,
1 k ko+1
x=(x,...,2",0,...,0) a y=(0,...,0,y" 2t ™).
—— ——
n7k1 k’2

Jelikoz v je nenulovy vektor, asponn jedna soufadnice z',..., 2" je nenulova a zaroven

aspofi jedna soutradnice y*2t1, ... 4™ je nenulové. Takze,
Bv,v) = B(w) =2 Byx = (a2 + -+ (zF)2 > 0
a zaroven
Bv,0) = B(v) =y Boy = —(y"11)* —--- — (y"*2) <0,
coz je spor. Obdobné bychom dosli ke sporu s predpokladem, ze ko > ky. Proto k1 = ko

a v dusledku toho také l; = [5.
Jiny diikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [Marvan, 17. Bilinearni a kvadratické formy|. O

15.6. Pozitivni definitnost

Definice 15.6.1. Symetricka bilinearni forma 3 na redlném vektorovém prostoru V je
pozitivné definitni, jestlize S(v,v) = B(v) > 0 pro kazdy nenulovy vektor v € V.

Tvrzeni 15.6.1. Symetrickd bilinedrni forma na konecnérozmérném redlném vektoro-
vém prostoru je pozitivné definitni prdave tehdy, kdyZ jeji matice vzhledem k néjaké bdzi
je jednotkovd.
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Diikaz. Bud 8 symetricka bilinearni forma na kone¢nérozmérném realném vektorovém
prostoru V. Podle Tvrzeni existuje baze v = (v1,...,v,) prostoru V takova, ze
matice B formy (8 vzhledem k této bazi je v kanonickém tvaru, ¢ili B je diagonalni
matice s dy,...,d, € {0,1,—1} na diagonale. Pro pro kazdé¢ v € V tedy S(v,v) =
B(v) =x"Bx =dy(z")? + - +d,(2")?, kde = (z',...,2") jsou soufadnice vektoru v
vzhledem k bazi v.

Predpokladejme, Ze (3 je pozitivni definitni, tedy (v, v) > 0 pro kazdé nenulové v € V.
Potom pro kazdé i (v, v;) = e;rBei =d; > 0, takze kazdé d; = 1 a B je jednotkova
matice.

Je-li B jednotkova matice, potom pro kazdy nenulovy vektor v € V B(v,v) = 2" Ex =
(x1)2 4 -+ (2™)2 > 0, ¢ili B je pozitivné definitni. O

Definice 15.6.2. Symetrické realnd matice A typu n X n je pozitivné definitni, jestlize
xT Az > 0 pro viechna nenulova x € R".

Tvrzeni 15.6.2. Symetrickd bilinedrni forma na koneénérozmérném redlném vektoro-
vém prostoru je pozitivné€ definitni prave tehdy, kdyz jeji matice vzhledem k libovolné bdzi
je pozitivné definitni.

Diikaz. Bud ( symetrickd bilinearni forma na koneénérozmérném realném vektorovém
prostoru V, v libovolna baze V a B je matice formy [ vzhledem k bazi v.
Predpokladejme, Ze pro kazdé v € V' \ {0} (v, v) > 0. Pro libovolné nenulové = € R™
bud v vektor z V, jehoz soufadnice vzhledem k bazi v jsou z. Potom 2T Bx = (v, v) > 0.
Predpokladejme, Ze pro kazdé nenulové z € R™ 2T Bz > 0. Pro libovolné nenulové
v € Vnecht z jsou jeho soufadnice vzhledem k bazi v. Potom B(v,v) = ' Bz > 0. O

Disledek. Symetrickd redlnd matice je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz je kongru-
entni s jednotkovou matict.

Diikaz. Dusledek Tvrzeni 05.6.1] a 15.6.2 O

Definice 15.6.3. Bud A matice typu n x n. Pro i € {1,...,n} determinant matice
typu 4 x ¢ vzniklé z A vynechanim poslednich n — ¢ fadka a poslednich n — ¢ sloupkt
je hlavni minor.

Tvrzeni 15.6.3. Symetrickd redlnd matice je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz vsechny
jeg¢ hlavni minory jsou kladné.

Diikaz. Bud B symetricka realna matice typu nxn. Proi € {1,...,n} ozna¢me B; matici
typu i X i, kterd z matice B vznikne vynechédnim poslednich n — ¢ fadkd a poslednich
n — i sloupku (napft. B, = B), a ozna¢me D; = det B;.

Predpokladejme, 7Ze B je pozitivné definitni. Podle pfedchoziho Dtsledku B je kon-
gruentni s jednotkovou matici, ¢ili existuje regularni matice @ takova, ze B = QTEQ =
QTQ. Proto det B = det(QTQ) = (det Q)2 > 0.

Bud i € {1,...,n — 1}. Pro libovolné nenulové y = (y',...,9") € R® oznacme yo =
(y',...,4%,0,...,0) € R". Potom y' By = y(-)rByg > 0, ¢ili B; je pozitivné definitni
a podle predchoziho odstavce det B; > 0.

Predpokladejme, Ze vSechny hlavni minory matice B jsou kladné, ¢ili D; > 0 pro
i €{1,...,n}. Pfevedeme B na kanonicky tvar pomoci dvojic symetrickych elementar-
nich dprav, jak je popséno v ditkkazech Tvrzeni a Protoze Bl1 = D; > 0, pfi-
¢itanim vhodnych nésobkt prvniho fadku k ostatnim rfadktm a vhodnych nasobki prv-
niho sloupku k ostatnim sloupkim vynulujeme v8echny prvky prvniho sloupku a vSechny
prvky prvniho fadku kromé B%. Vzniklou matici ozna¢me B. Provedené tipravy neméni
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hodnotu determinantu, proto hlavni minory matice B jsou také rovny Dy, ..., D,. Cili
BiB3 = Dy > 0, takze B3 > 0 a pii¢itanim vhodnych nasobki druhého fadku k ostat-
nim Ffadkim a vhodnych nésobkt druhého sloupku k ostatnim sloupktm vynulujeme
viechny prvky druhého sloupku a viechny prvky druhého fadku kromé B32. Vzniklou
matici ozna¢me B a jeji hlavni minory jsou také rovny Dy, ..., D,. Cili DoB3 = D3 > 0,
takze B3 > 0 a takto miizeme pokracovat, a7z dostaneme diagonalni matici s kladnymi
prvky na diagonale. Pfevodem na kanonicky tvar dostaneme jednotkovou matici. Ma-
tice B je tedy kongruentni s jednotkovou matici a podle predchoziho Disledku je tedy
pozitivné definitni. O
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16. TENZORY

Zobecnénim bilinearni formy jsou polylinearni formy. Nazyvaji se téz kovariantni ten-
zory. Hojné se vyskytuji ve fyzice spolu s tenzory kontravariantnimi a smiSenymi. Ome-
zime se na realny piipad. Pouzivame Einsteinovu sumaéni konvenci.

Definice 16.0.1. Bud V vektorovy prostor nad polem R. Bud p pfirozené ¢islo,
oznatme VP =V x --. x V (p-krat). Zobrazeni f: VP — R, spliwjici pro libovolné
vektory u;, u}, u € V, libovolny skalar a € R a kazdy index ¢ = 1,...,p podminky
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flug,... ,ui_l,u; —|—u;’,ui+1, CeUp) =
= f(U1, s 7ui—17u;)ui+17 s 7up) + f(u17 s )ui—huf/i/aui-i-h s )up)u
f(U1, sy Ug—1, QUG U415 - - - 7up) = af(u17 sy Ug—1, Uy Uit 15 - - - )up)

(linearita v ¢-tém argumentu), je p-linedrni forma nebo téz kovariantni tenzor fddu p

na V.

1-linearni forma je linedrni zobrazeni V' — R, 2-lineérni forma je bilinedrni forma.

Pi#iklad. Necht V = R™. Pro vektory =1 = (z},...,2}),...,2, = (x},...,2") € R?
poloZzme

o gl
e(x1,...,zn) = :
Z vlastnosti determinantu vyplyva, Ze € je n-linerani forma na R™ (cviceni). U
Definice 16.0.2. Bud V kone¢nérozmérny vektorovy prostor s bazi (eq,...,e,), bud
[ p-linearni forma na V. Cisla f,. 4, := f(ey,...,e;,) jsou slozky formy f vzhledem
k bazi (e1,...,en).
Priklad. Slozky bilinearni formy f jsou pravé prvky jeji matice: B;- = f(ei, €j). O
Cviceni. Slozky n-formy e zadané determinantem jsou (ve standardni bazi prostoru R™)
sgn(i,...,iy) jsou-lidy,..., 4, po dvou rizna ¢isla,
jinak.
Tvrzeni 16.0.1. Budte V koneénérozmérny vektorovy prostor, (e1,...,ey) jeho baze, f
p-linedrni forma na V, uy,...,u, € Va (z},...,27),..., (:L‘Il), .-+, Ty) jejich soutadnice
vzhledem k bazi (e1, ..., e,). Pak plati
Flur,.oup) = fiy @t ap (16)
Diikaz.
f(ul, cee 7up) = f(xille’ilw . 'a‘rlppeip) = xlf o 'x;pf(eiu .. 'aeip) =
— fil...z‘pwzf -~-x1if 0]
Pii zméné baze (ei,...,e,) se méni i slozky fi, i,

Tvrzeni 16.0.2. Bud Q) matice prechodu od baze (e1,...,ey) k bazi (¢}, ..., e,). Slozky

p-linedrni formy f vzhledem k bdzi (e1, ..., e,) budte fi . i,, slozky téZe formy vzhledem
k bdzi (€, ... e,) budte f] ,; . Pak plati

fhoiy = Q1 QP fiy gy (17)
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Diikaz. Cviceni. O

Ve fyzice se obvykle zavadi kovariantni tenzorové pole jako soubor n? funkef fi;. ;,,
jez se pri zméné béze transformuji podle formule . Takovy soubor funkci urcuje
p-linearni zobrazeni vztahem ((16)).

Mnozinu vSech p-lineadrnich forem na vektorovém prostoru V oznacujeme T,V. Za-
vedme algebraické operace s p-linearnimi formami.

Definice 16.0.3. Budte f a g p-linearni formy a a € R. Soucet forem f a g je zobrazeni
f+g: VP = R zadané predpisem

(f+9)(ut,...,up) = flur,...,up) +g(ui,...,up),
a-nasobek formy f je zobrazeni af: VP — R zadané predpisem

(af)(ur,...,up) =af(ur,..., up).

Snadno se ovéfi (cviceni), Ze f 4+ g a af jsou zase p-linearni formy. Dokonce jsou
splnény axiomy vektorového prostoru:

Disledek. Mnozina T,V vsech p-linedrnich forem na prostoru V je vektorovy prostor
vzhledem ke scitdni forem a ndsobeni skaldrem.

Definice 16.0.4. Tenzorovy soucin forem f € T,V a g € T,V je zobrazeni
f®g: VPT4 — R zadané piedpisem

(f@g)(u1, . s uprq) = flur, . up) - glupt1, o5 Uptq)-

Snadno se ovéfi (cviceni), Ze tenzorovy soucin p-linearni formy a g-linearni formy je
(p + q)-linearni forma.

Tvrzeni 16.0.3. Necht f € T,,V, g € T,V, h € T,V, a € R. Pak plati:

(1) (feg)@h=[f®(goh);

(2) (f+g)@h=fRh+g®h;
(3) fe(g+h)=fog+ foh;
(4) (af)®@h=a(f®h)=f® (ah).

Diikaz. Cviceni. O
Obecné v8ak tenzorovy soucin neni komutativni: f ® g # g ® f.
Cviceni. Dokazte formule pro slozky:

(f+9)ir.i, = firip + Gy
(f @ 9ir.iiprq = Jiroip " Gipsr iprq- U

Prostor T1V se alternativné oznacuje V* a nazyvéi se dudini prostor k prostoru V.
Ukazeme, Ze s kazdou bazi prostoru V je spojena jista béze prostoru V*

Bud (eq,...,e,) néjakd baze prostoru V. Soutadnice vektoru x € V' vzhledem k bazi
(e1,...,en) oznacme (z',...,z") (pak plati z = z7¢;). Pro 1 < i < n zavedme zobrazenf

e': V — R piedpisem z — 2. To jest,
e'(xlej) = a'.
Zobrazeni e jsou linearni (cvideni), a proto e’ € V* Mame

ei(ej) - 5;'7
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kde 5;- je znamé Kroneckerovo delta:

5i— 1 proi=j,
J 0 jinak.

Tvrzeni 16.0.4. Bud (ei,...,ey,) bdze prostoru V, bud f € V* libovolnd 1-forma se
slozkami f; = f(e;). Pak

f= fie.
Diikaz. Podle formule je f(x) = f(zle;) = 2 f; = fie'(x) = (fie?)(z). O

Tvrzeni 16.0.5. Bud (e1,...,ey,) bdze prostoru V. Pak formy e', ... e" tvoii bdzi pro-
storu V™.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni kazda 1-forma f je linearni kombinaci 1-forem e! (koe-
ficienty jsou slozky f;). Tudiz, formy e* generuji V*.

Zarovei mnozina {e!,... e"} je linearnd nezavisla: Necht c;e’ = 0 pro ngjaké koefici-
enty ¢; € R. Dosazenim e; obdrzime 0 = ¢;e*(e;) = ¢;. O
Baze (el,...,e") se nazyva dudlni k bazi (eq, ..., ey).

Ddisledek. Je-li prostor V konecénérozmerny, pak dim V* = dim V.
Podobné najdeme baze v prostorech T} V.

Tvrzeni 16.0.6. Bud (e1,...,e,) bdze prostoru V, bud f € T,V libovolnd p-forma se
slozkami fi, . i, = f(ei,...,ei,). Pak

f=fiie"® @
Diikaz. Podle formule je opét

flz1,...,zp) = f(q:’feil, .. .,x;peip) = x’f . ..x;Pfilmip —
= fil...ipeil (xl) . eip (a:-p) —
= (fz'l...z‘peil @ @e?)(21,...,1p). ]

Tvrzeni 16.0.7. Bud (ey,...,e,) bdze prostoru V. Pak formy €' @ --- ® €' tvori bdzi
prostoru T, V.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni kazda p-forma f je linearni kombinaci p-forem e'! @

.-~ ® e (koeficienty jsou slozky fir..i,)- Tudiz, formy el ® - ® e generuji TpV.
Zéaroven jsou nezavislé: Necht ¢;, _;,e" ®@- - -®e' = 0 pro né&jakeé koeficienty c;,. ;, € R.

Dosazenim ej,, ..., e;, obdrzime 0 = ¢;,. ;e (ej,) - -- € (e;,) = ¢j..j,- O

Disledek. Je-li prostor V konecnérozmérny, pak dim T,V = (dim V)P,
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